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Programming with Python

Dies ist ein Kurs liber das Programmieren mit der Programmiersprache Python an der
Universitat Hefei (&2 K ).

Die  Webseite  mit dem Lehrmaterial dieses  Kurses  ist  htt-
ps:/ /thomasweise.github.io/programmingWithPython (siehe auch den QR-Kode
unten rechts). Dort kdnnen Sie das Kursbuch (in Englisch) und diese Slides finden.
Das Repository mit den Beispielprogrammen in Python finden Sie unter htt-
ps:/ /github.com/thomasWeise /programmingWithPythonCode.
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e Oftmals wollen wir, dass unsere Objekte unverdnderlich sind. Wiy
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Einleitung

e Oftmals wollen wir, dass unsere Objekte unveranderlich sind.
® Das geht natiirlich nicht immer.
® Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dndern.
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Oftmals wollen wir, dass unsere Objekte unveranderlich sind. N
Das geht natiirlich nicht immer.
Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dndern. 'V
Die Frage ist dann Wie sollte man den Zustand eines Objekts dndern? i
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Einleitung

Oftmals wollen wir, dass unsere Objekte unverdnderlich sind.

Das geht natiirlich nicht immer.

Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dndern.
Die Frage ist dann Wie sollte man den Zustand eines Objekts dndern?

Die groRBe Mehrheit unsere Klassen werden mehr als ein Attribut haben.

|



el B

el LU

Einleitung

Oftmals wollen wir, dass unsere Objekte unverdnderlich sind.

Das geht natiirlich nicht immer.

Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dndern.
Die Frage ist dann Wie sollte man den Zustand eines Objekts dndern?

Die groRBe Mehrheit unsere Klassen werden mehr als ein Attribut haben.

Alle Attribute eines Objekts zusammen formen den Zustand des Objekts und bilden eine
semantische Einheit.
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Einleitung

Oftmals wollen wir, dass unsere Objekte unverdnderlich sind.

Das geht natiirlich nicht immer.

Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dndern.
Die Frage ist dann Wie sollte man den Zustand eines Objekts dndern?

Die groRBe Mehrheit unsere Klassen werden mehr als ein Attribut haben.

Alle Attribute eines Objekts zusammen formen den Zustand des Objekts und bilden eine
semantische Einheit.

Wenn ein Objekt mehrere Attribute hat, dann stehen diese Attribute wahrscheinlich
miteinander in einer Beziehung und ihre Werte hidngen irgendwie zusammen.
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Einleitung

Oftmals wollen wir, dass unsere Objekte unverdnderlich sind.
Das geht natiirlich nicht immer.

Die Frage ist dann Wie sollte man den Zustand eines Objekts dndern?

Die groRBe Mehrheit unsere Klassen werden mehr als ein Attribut haben.

Alle Attribute eines Objekts zusammen formen den Zustand des Objekts und bilden eine

semantische Einheit.

® Wenn ein Objekt mehrere Attribute hat, dann stehen diese Attribute wahrscheinlich
miteinander in einer Beziehung und ihre Werte hidngen irgendwie zusammen.

e Wir wollen dann nicht, dass irgendjemand diese Werte beliebig veranden kann.

Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dndern.
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Einleitung

Oftmals wollen wir, dass unsere Objekte unverdnderlich sind.
Das geht natiirlich nicht immer.

Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dndern.

Die Frage ist dann Wie sollte man den Zustand eines Objekts dndern?

Die groRBe Mehrheit unsere Klassen werden mehr als ein Attribut haben.

Alle Attribute eines Objekts zusammen formen den Zustand des Objekts und bilden eine
semantische Einheit.

Wenn ein Objekt mehrere Attribute hat, dann stehen diese Attribute wahrscheinlich
miteinander in einer Beziehung und ihre Werte hidngen irgendwie zusammen.

e Wir wollen dann nicht, dass irgendjemand diese Werte beliebig veranden kann.
e Oftmals wollen wir veranderliche Objekte so entwickeln, dass auf die Werte ihrer

veranderlichen Attribute nur tiber Method zugegriffen werden kann.
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Einleitung

Oftmals wollen wir, dass unsere Objekte unverdnderlich sind.
Das geht natiirlich nicht immer.

Die Frage ist dann Wie sollte man den Zustand eines Objekts dndern?

Die groRBe Mehrheit unsere Klassen werden mehr als ein Attribut haben.

Alle Attribute eines Objekts zusammen formen den Zustand des Objekts und bilden eine

semantische Einheit.

® Wenn ein Objekt mehrere Attribute hat, dann stehen diese Attribute wahrscheinlich
miteinander in einer Beziehung und ihre Werte hidngen irgendwie zusammen.

e Wir wollen dann nicht, dass irgendjemand diese Werte beliebig veranden kann.

e Oftmals wollen wir veranderliche Objekte so entwickeln, dass auf die Werte ihrer
veranderlichen Attribute nur tiber Method zugegriffen werden kann.

® Die Methoden und Attribute einer Klasse formen ja auch eine semantische Einheit.

Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dndern.
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Einleitung

Das geht natiirlich nicht immer.

Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dandern.

Die Frage ist dann Wie sollte man den Zustand eines Objekts andern?

Die groe Mehrheit unsere Klassen werden mehr als ein Attribut haben.

Alle Attribute eines Objekts zusammen formen den Zustand des Objekts und bilden eine
semantische Einheit.

Wenn ein Objekt mehrere Attribute hat, dann stehen diese Attribute wahrscheinlich
miteinander in einer Beziehung und ihre Werte hdngen irgendwie zusammen.

Wir wollen dann nicht, dass irgendjemand diese Werte beliebig verdnden kann.

Oftmals wollen wir verdnderliche Objekte so entwickeln, dass auf die Werte ihrer
veranderlichen Attribute nur tiber Method zugegriffen werden kann.

® Die Methoden und Attribute einer Klasse formen ja auch eine semantische Einheit.
® Die Methoden werden von den selben Programmierern geschrieben, die die Attribute

designed haben.
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Einleitung

® Es gibt auch viele Situationen, wo wir wollen, dass sich die Attribute eines Objekts dndern.
® Die Frage ist dann Wie sollte man den Zustand eines Objekts dndern?
® Die grole Mehrheit unsere Klassen werden mehr als ein Attribut haben.

o Alle Attribute eines Objekts zusammen formen den Zustand des Objekts und bilden eine
semantische Einheit.

® Wenn ein Objekt mehrere Attribute hat, dann stehen diese Attribute wahrscheinlich
miteinander in einer Beziehung und ihre Werte hdngen irgendwie zusammen.

e Wir wollen dann nicht, dass irgendjemand diese Werte beliebig veranden kann.

e Oftmals wollen wir veranderliche Objekte so entwickeln, dass auf die Werte ihrer
veranderlichen Attribute nur iiber Method zugegriffen werden kann.

® Die Methoden und Attribute einer Klasse formen ja auch eine semantische Einheit.

® Die Methoden werden von den selben Programmierern geschrieben, die die Attribute
designed haben.

® Diese Programmierer wissen genau, wie die Attribute in einer verniinftigen und
konsistenten Art verdndert werden kdénnen.
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Einleitung zum Beispiel

® \Wir schauen uns nun ein Szenario an.
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Einleitung zum Beispiel

® \Wir schauen uns nun ein Szenario an.

® Wir haben eine Klasse deren Attribute eng zusammenhangen, so dass es gar keinen Sinn
ergeben wiirde, zu erlauben, dass ein Benutzer sie selbst verdandern konnte.
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® Stattdessen implementieren wir Methoden die die Attribute auf eine konsistente Art
andern und Information vom Objekte abrufen kénnen.
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Einleitung zum Beispiel

® \Wir schauen uns nun ein Szenario an.

® Wir haben eine Klasse deren Attribute eng zusammenhangen, so dass es gar keinen Sinn
ergeben wiirde, zu erlauben, dass ein Benutzer sie selbst verdandern konnte.

® Stattdessen implementieren wir Methoden die die Attribute auf eine konsistente Art
andern und Information vom Objekte abrufen kénnen.

® Natiirlich nehmen wir als Beispiel wieder einen mathematischen Algorithmus.

® Wir haben ja schon einige interessante mathematische Algorithmen implementiertz. B.:

1. die Methode von LIU Hui (XI#X) zum annihern von  in Einheit 13,
2. Heron's Methode zum annidhern der Quadratwurzel in Einheit 25 und
3. Euclids Algorithmus zum berechnen des groten gemeinsamen Teilers in Einheit 26.

® Diese Algorithmen kennen Sie wahrscheinlich aus der Schule.

® |mplementieren wir nun einen Algorithmus, von dem Sie wahrscheinlich noch nie gehort

haben.

® Eine praktische Methode, um die Beschrankungen des Datentyps float zu umgehen, die
wir vor langer Zeit in Einheit 8 diskutiert haben.
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Grenzen des Datentyps float

® Wir wissen, dass der Datentyp float
Zahlen auf 15 bIS 16 ZIfFern genau Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

arstellen kann. v
>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> 1el6 + 1 # This gives us lel6, since we would need 17 digits
le+16

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented exactly ... but has intermediate steps that
# would exzceed the range that can be covered by a “float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of ~float  can also occur if we have

# two very large numbers ... as long as one is much larger than the

# other.

>>> 1el8 + 1e36 # 1.000.000.000_000.000_001 * 1el8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.

# The final result may fit well into a “float , but if precision is

# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1e18 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == le36, this gives us 0.
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1el8 # The ezact result would be 1, but...
-le+18
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® Wir wissen, dass der Datentyp float
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darstellen kann.

Wenn wir 1 zu 101° = 1e15
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Daher wiirde die Addition von 1 zu
1016 = 1e16 17 Ziffern erfordern.

Es iiberschreitet die Kapazitdt des
Datentyps floats.
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Grenzen des Datentyps float

Wenn wir 1 zu 101° = 1e15
addieren, dann ist das korrekte
Ergebnis 1000000000000001.0.

Wie Sie selbst z3hlen kdonnen, finden
wir 16 Ziffern vor dem Dezimalpunkt,
zwei 1en und 14 Oen.

Daher wiirde die Addition von 1 zu
1016 = 1e16 17 Ziffern erfordern.

Es liberschreitet die Kapazitat des
Datentyps floats.

Daher geht die niedrigstwertige Ziffer
,verloren®.
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>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
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0.0

# Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two very large numbers ... as long as one is much larger than the

# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

# Since lel8 + 1e36 == 1le36, this gives us 0.

# The exzact result would be 1, but...

T 8 & ', AT aa



Grenzen des Datentyps float

Wie Sie selbst zahlen konnen, finden
wir 16 Ziffern vor dem Dezimalpunkt,
zwei 1en und 14 Oen.

Daher wiirde die Addition von 1 zu
1016 = 1e16 17 Ziffern erfordern.

Es iliberschreitet die Kapazitat des
Datentyps floats.

Daher geht die niedrigstwertige Ziffer
,verloren®.

Das Ergebnis von 1e16 + 1,
berechnet mit floats, ist immer
noch 1e16.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that
# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two very large numbers ... as long as one is much larger than the

# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

|
|
# Since lel8 + 1e36 == 1le36, this gives us 0. i
|

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

Daher wiirde die Addition von 1 zu
1016 = 1e16 17 Ziffern erfordern.

Es liberschreitet die Kapazitat des
Datentyps floats.

Daher geht die niedrigstwertige Ziffer
,verloren".

Das Ergebnis von 1e16 + 1,
berechnet mit floats, ist immer
noch 1el6.

Es ist nicht méglich, die Zahl 1+ 10%°
exakt mit den 64 Bit Double Precision
Floating Point Numbers?®:37:3° die
Python bietet, darzustellen.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that
# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two wvery large numbers ... as long as one is much larger than the

# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

|
|
# Since lel8 + 1e36 == 1le36, this gives us 0. i
|

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

® Es iiberschreitet die Kapazitit des
Datentyps floats.

® Daher geht die niedrigstwertige Ziffer
,verloren®.

® Das Ergebnis von 1e16 + 1,
berechnet mit floats, ist immer
noch 1e16.

® Es ist nicht moglich, die Zahl 1 4+ 106
exakt mit den 64 Bit Double Precision
Floating Point Numbers2:37:39 dje
Python bietet, darzustellen.

® Normalerweise ist das auch OK.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that
# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two wvery large numbers ... as long as one is much larger than the

# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

|
|
# Since lel8 + 1e36 == 1le36, this gives us 0. i
|

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

® Daher geht die niedrigstwertige Ziffer
,verloren".

Das Ergebnis von 1e16 + 1,
berechnet mit floats, ist immer
noch 1e16.

Es ist nicht méglich, die Zahl 1 + 10°
exakt mit den 64 Bit Double Precision
Floating Point Numbers?:37:39 dje
Python bietet, darzustellen.

Normalerweise ist das auch OK.

Es gibt sehr wenige Anwendungen, bei
denen wir wirklich mehr als 15 Ziffern
Genauigkeit brauchen.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a ~float ",
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

one

# The problems with the range of ~float’
# two very large numbers
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

can also occur if we have
as long as one is much larger than the

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

# Since lel8 + 1e36 == 1le36, this gives us 0.

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

® Das Ergebnis von 1e16 + 1,
berechnet mit floats, ist immer
noch 1e16.

® Es ist nicht moglich, die Zahl 1 + 106
exakt mit den 64 Bit Double Precision
Floating Point Numbers2®:37:39 dje
Python bietet, darzustellen.

® Normalerweise ist das auch OK.

® Es gibt sehr wenige Anwendungen, bei
denen wir wirklich mehr als 15 Ziffern
Genauigkeit brauchen.

® Machen wir mit dem Beispiel weiter.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a "float ",
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

one

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two wery large numbers ... as long as ome is much larger than the
# other.
>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 -
0.0

>>> 1el8 + 1 + 1e36 -
-le+18

1e36 # Since 1el8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.

1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...




Grenzen des Datentyps float

® Es ist nicht moglich, die Zahl 1 + 106
. . . Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux
exakt mlt den 64 Blt DOUble PrGCIS|on Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.

0 0 28,37,39 [: # Python's float supports 15 to 16 digits of precision.
Floatlng POInt Numbers dle >>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1 1000000000000001.0
Python bletet' darZUStellen' >>> 1e16 + 1 # This gives us lel6, since we would need 17 digits
. . le+16
® Normalerweise ist das auch OK.
# While lel6 + 1 cannot be represented exactly with a “float , one
. . . # may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that
® Es gibt sehr wenige Anwendungen, bei P 2 .
# would exzceed the range that can be covered by a float .

denen wir wirklich mehr als 15 Ziffern >>> 1e16 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
Genauigkeit brauchen. 00

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

° 0 B o 7 # two wvery large numbers ... as long as one is much larger than the
Machen wir mit dem Beispiel weiter. 7o v
18 >>> 1e18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits
® \Was passiert, wenn wir 10™° + 1 1e+36 r
-
18 |
erec nen, un ann 10 von er # We here can again observe the problem with intermediate results.

. ? # The final result may fit well into a “float , but if precision is ‘
Summe abziehen? # lost in intermediate steps, the final result can be off quite a 1
# bit. |
>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0. |
0.0 ‘
|

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...
-le+18



Grenzen des Datentyps float

® Normalerweise ist das auch OK.

® Es gibt sehr wenige Anwendungen, bei
denen wir wirklich mehr als 15 Ziffern
Genauigkeit brauchen.

® Machen wir mit dem Beispiel weiter.

® Was passiert, wenn wir 1018 + 1
berechnen, und dann 108 von der
Summe abziehen?

e Offensichtlich, in einer idealen Welk,
ware das Ergbenis 1.0.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1

le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that
# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> 1lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two very large numbers ... as long as one is much larger than the

# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

|
1
# Since lel8 + 1e36 == le36, this gives us 0. i
|

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

® Es gibt sehr wenige Anwendungen, bei
denen wir wirklich mehr als 15 Ziffern
Genauigkeit brauchen.

® Machen wir mit dem Beispiel weiter.

® \Was passiert, wenn wir 1018 +1
berechnen, und dann 108 von der
Summe abziehen?

e Offensichtlich, in einer idealen Welk,
ware das Ergbenis 1.0.

® Nun wéire 1e16 + 1 ja
10_000_000_000_000_001.0, was
nicht in einen float passt.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that
# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> 1lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two wvery large numbers ... as long as one is much larger than the

# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

|
|
# Since lel8 + 1e36 == 1le36, this gives us 0. i
|

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

Machen wir mit dem Beispiel weiter.

Was passiert, wenn wir 1018 + 1
berechnen, und dann 108 von der
Summe abziehen?

Offensichtlich, in einer idealen Welt,
ware das Ergbenis 1.0.

Nun wéire 1e16 + 1 ja
10_000_000_000_000_001.0, was
nicht in einen float passt.

1.0 ist aber eine Zahl, die wir sehr
wohl genau als float darstellen
konnen.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux
Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1

le+16

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that
# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two wvery large numbers ... as long as one is much larger than the
# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

# Since lel8 + 1e36 == 1le36, this gives us 0.

# This works and will give us 1_000_000_000_000_001

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

® Was passiert, wenn wir 101% + 1
berechnen, und dann 1018 von der
Summe abziehen?

e Offensichtlich, in einer idealen Welt,
ware das Ergbenis 1.0.

® Nun wéire 1e16 + 1 ja
10_000_000_000_000_001.0, was
nicht in einen float passt.

® 1.0 ist aber eine Zahl, die wir sehr
wohl genau als float darstellen
kdnnen.

® Das wirkliche Ergebnis der
Berechnung in Python ist jedoch 0.0.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that
# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two very large numbers ... as long as one is much larger than the

# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

|
|
# Since lel8 + 1e36 == 1le36, this gives us 0. i
|

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

e Offensichtlich, in einer idealen Welk,
ware das Ergbenis 1.0.

® Nun wéire 1e16 + 1 ja
10_000_000_000_000_001.0, was
nicht in einen float passt.

® 1.0 ist aber eine Zahl, die wir sehr
wohl genau als float darstellen
konnen.

® Das wirkliche Ergebnis der
Berechnung in Python ist jedoch 0.0.

® Der Grund ist, dass das
Zwischenergebnis
1e18 + 1 1e18 und dann
le18 - 1e18 == 0 erfolgt.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1

le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be rTepresented ezactly with a "float ",
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - le16, this does yield 0.
0.0

one

lel6 # Since lel6 + 1 ==

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two wery large numbers ... as long as ome is much larger than the
# other.
>>> 1el8 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a float",
# lost in intermediate steps, the final result
# bit.

>>> 1el8 + 1e36
0.0

>>> 1el8 + 1 + 1e36 -
-1e+18

but if precision is
can be off quite a

- 1e36 # Since 1el8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.

1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

1.0 ist aber eine Zahl, die wir sehr
wohl genau als float darstellen
konnen.

Das wirkliche Ergebnis der

Berechnung in Python ist jedoch 0.0.

Der Grund ist, dass das
Zwischenergebnis

1e18 + 1 == 1e18 und dann
1e18 - 1e18 == 0 erfolgt.

Ahnliches passiert, wenn wir

1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1el8
berechnen, was dann -1e18 ergibt,

wohingegen das ,korrekte” Ergebnis

wieder 1.0 ware.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1

le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

While 1e16 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
may wonder what happens if the computation produces results that
can be represented ezactly but has intermediate steps that

would exceed the range that can be covered by a “float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

oW o ow

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two very large numbers ... as long as one is much larger than the
# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-le+18

|

|

# Since lel8 + 1e36 == le36, this gives us 0. i
# The emact result would be 1, but... |



Grenzen des Datentyps float

® 1.0 ist aber eine Zahl, die wir sehr

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux
WOhl genau aIS float darSte”en Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
kénnen # Python's float supports 15 to 16 digits of precision.
: >>> 1el5 + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
i i i 1000000000000001.0
[ ] Das W|rk||che Ergebr“s der >>> 1el6 + 1 # This gives us lel6, since we would need 17 digits
. . . 1e+16
Berechnung in Python ist jedoch 0.0.
# While lel6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float', one
o # may wonder what happens if the computation produces results that
® Der Grund ist, dass das s I e
g g # would exzceed the range that can be covered by a float .
ZWISChenel’geanS >>> 1e16 + 1 - 1el6 # Simce lel6 + 1 == 1el6, this does yield 0.
f— 0.0
1e18 + 1 == 1e18 und dann
1e18 - 1e18 == 0 erfolgt # The problems with the range of “float ' can also occur if we have
i # two very large numbers ... as long as ome %s much larger than the
m X . ! # other.
o Ahnliches passiert, wenn wir >>> 1e18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits
1e+36

lel8 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1el8

- # We here can again observe the problem with intermediate results.
berechnen, was dann -1e18 erglbt, # The fimal result may fit well into a float ', but if precision is
WOhlngegen das ”korrekte“ Ergebnls ': ;z:t in intermediate steps, the final result can be off quite a
WIEder 1‘0 Ware ;>2 lel8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...
® Der Grund ist dass zuerst =flovie

1e18 + 1 == 1e18 berechnet wird.



Grenzen des Datentyps float

Das wirkliche Ergebnis der

Berechnung in Python ist jedoch 0.0.

Der Grund ist, dass das
Zwischenergebnis

1e18 + 1 == 1e18 und dann
1e18 - 1e18 == 0 erfolgt.

Ahnliches passiert, wenn wir

1le18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1el8
berechnen, was dann -1e18 ergibt,

wohingegen das ,korrekte” Ergebnis

wieder 1.0 ware.

Der Grund ist dass zuerst
1e18 + 1 == 1e18 berechnet wird.

Danach ergibt 1e18 + 1e36 dann
1e36, wovon wir wiederung 1e36
abziehen und 0.0 bekommen.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have
# two wvery large numbers as long as one is much larger than the
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

We here can again observe the problem with intermediate results.

#

# The final result may fit well into a “float , but if precision is

# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...
-1e+18



Grenzen des Datentyps float

Der Grund ist, dass das
Zwischenergebnis

1e18 + 1 == 1e18 und dann
1e18 - 1e18 == 0 erfolgt.

Ahnliches passiert, wenn wir

1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1el8
berechnen, was dann -1e18 ergibt,

wohingegen das ,korrekte” Ergebnis

wieder 1.0 waére.

Der Grund ist dass zuerst
1e18 + 1 == 1e18 berechnet wird.

Danach ergibt 1e18 + 1e36 dann
1e36, wovon wir wiederung 1e36
abziehen und 0.0 bekommen.

Die letzte Subtraktion von 1e18
liefert dann 1e-18.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that
# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have
# two wvery large numbers as long as one is much larger than the
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a float",
# lost in intermediate steps,

but if precision is
the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1e18 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...
-le+18



Grenzen des Datentyps float

Ahnliches passiert, wenn wir

1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1el8
berechnen, was dann -1e18 ergibt,

wohingegen das ,korrekte” Ergebnis

wieder 1.0 ware.

Der Grund ist dass zuerst
1e18 + 1 == 1e18 berechnet wird.

Danach ergibt 1e18 + 1e36 dann
1e36, wovon wir wiederung 1e36
abziehen und 0.0 bekommen.

Die letzte Subtraktion von 1e18
liefert dann 1e-18.

Hatten wir unendliche Genauigkeit,
dann wiirde der erste Rechenschritt
108 + 1 = 1000 000 000 000 000 001
ergeben.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of ~float’
# two wvery large numbers
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

can also occur if we have
as long as one is much larger than the

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a
#

“float *, but if precision is
lost in intermediate steps, the final result can be off quite a
# bit.
>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0
>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...
-1e+18



Grenzen des Datentyps float

Der Grund ist dass zuerst
1e18 + 1 == 1e18 berechnet wird.

Danach ergibt 1e18 + 1e36 dann
1e36, wovon wir wiederung 1e36
abziehen und 0.0 bekommen.

Die letzte Subtraktion von 1e18
liefert dann 1e-18.

Hatten wir unendliche Genauigkeit,
dann wiirde der erste Rechenschritt
108 4+ 1 = 1000000 000 000 000 001
ergeben.

Wenn wir 1e36 zu dieser Zahl
addieren, dann sollte das Ergebnis
1000 000 000 000 000 001

000 000 000 000 000001 sein.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that

# would exceed the range that can be cowvered by a ~float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have
# two very large numbers as long as one is much larger than the
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

We here can again observe the problem with intermediate results.

#

# The final result may fit well into a “float , but if precision is

# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...
-1e+18



Grenzen des Datentyps float

® Die letzte Subtraktion von 1e18

H Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux
Ilefert dann 1e_18' Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.
° Hétten wir unendliche Genauigkeit >>> lel5 + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
! 1000000000000001.0
dann WUrde der erste Rechenschritt >>> le16 + 1 # This gives us lel6, since we would need 17 digits
le+16
108 + 1 = 1000000 000 000 000 001
# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
ergeben. # may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that
2 E # would exzceed the range that can be covered by a float .
® Wenn wir 1e36 zu dieser Zahl >>> 1e16 + 1 - 1el6 # Simce lel6 + 1 == 1el6, this does yield 0.
addieren, dann sollte das Ergebnis 00
1000 000 000 000 000 001 # The problems with the range of “float  can also occur if we have
# two wvery large numbers ... as long as one is much larger than the
000 000 000 000 000 001 sein. ¢ other.
>>> 1e18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits
. L le+36
® Das Abziehen von 1e36 von dieser B
. . - . # We here can again observe the problem with intermediate results.
glgantlschen Zahl wiirde uns wieder # The fimal result may fit well into a float ', but if precision is ‘
. - # lost in intermediate steps, the inal result can be o uite a |
zu 108 + 1 bringen und die letzte o ’ ! e ;
. = _ = is gi .
Subtraktlon von 1618 ergabe dann ;>2 lel8 + 1e36 le36 # Since lel8 + 1e36 1e36, this gives us 0 ‘
1 O >>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The ezact result would be 1, but... |

-le+18



Grenzen des Datentyps float

e Hitten wir unendliche Genauigkeit,
dann wiirde der erste Rechenschritt
10'® + 1 = 1000000 000 000 000 001
ergeben.

Wenn wir 1e36 zu dieser Zahl
addieren, dann sollte das Ergebnis
1000 000 000 000 000 001

000 000 000 000 000 001 sein.

Das Abziehen von 1e36 von dieser
gigantischen Zahl wiirde uns wieder
zu 108 + 1 bringen und die letzte
Subtraktion von 1e18 ergibe dann
1.0.

Es ist leicht zu sehen, warum das
nicht funktioniert.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that

# would exceed the range that can be covered by a ~float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of ~float’
# two wvery large numbers
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

can also occur if we have
as long as one is much larger than the

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a
#

“float *, but if precision is
lost in intermediate steps, the final result can be off quite a
# bit.
>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-le+18

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

® \Wenn wir 1e36 zu dieser Zahl

addieren, dann sollte das Ergebnis
1000 000 000 000000 001
000 000 000 000 000 001 sein.

Das Abziehen von 1e36 von dieser
gigantischen Zahl wiirde uns wieder
zu 108 + 1 bringen und die letzte
Subtraktion von 1e18 ergibe dann
1.0.

Es ist leicht zu sehen, warum das
nicht funktioniert.

Die Entwickler der
FlieBkommaarithmetikeinheit von
CPUs mussten eine bestimmte,
begrenzte Anzahl von Bits fiir den
Datentyp float festlegen.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that

# would exceed the range that can be covered by a ~float .

>>> 1el6 + 1 - 1lel6

0.0

# Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.

# The problems with the range of “float  can also occur if we have
# two wvery large numbers as long as one is much larger than the
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a
# bit.

>>> 1e18 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...
-le+18



Grenzen des Datentyps float

® Es st leicht zu sehen, warum das
nicht funktioniert.

® Die Entwickler der
FlieBkommaarithmetikeinheit von
CPUs mussten eine bestimmte,
begrenzte Anzahl von Bits fiir den
Datentyp float festlegen.

® Sie haben sich liberlegt, dass 52 Bits

fiir den Signifikand, die uns
52/log, 10 = 15.7 Ziffern geben,

verniinftig sind und auch gut in acht

Bytes Speicher passen.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0

>>> lel6 + 1 # This gives us lel6, since we would need 17 digits

le+16

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have

# two wvery large numbers ... as long as one is much larger than the

# other.

>>> 1el18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001 * lel8 needs 19 digits
1e+36

# We here can again observe the problem with intermediate results.

# The final result may fit well into a “float , but if precision is ‘
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a |
# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0. |
0.0 ‘
>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The ezact result would be 1, but... |
-1e+18



Grenzen des Datentyps float

® Die Entwickler der

FlieBkommaarithmetikeinheit von
CPUs mussten eine bestimmte,
begrenzte Anzahl von Bits fiir den
Datentyp float festlegen.

Sie haben sich iiberlegt, dass 52 Bits
fiir den Signifikand, die uns

52/ log, 10 ~ 15.7 Ziffern geben,
verniinftig sind und auch gut in acht
Bytes Speicher passen.

Dagegen bendtigen 36 Ziffern einen
Signifikand von 36log, 10 ~ 120 Bits,
was den Datentyp viel groRer macht
und wahrscheinlich auch nur sehr
selten bendtigt werden wiirde.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

While 1e16 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
may wonder what happens if the computation produces results that
can be represented ezactly ... but has intermediate steps that

would exceed the range that can be covered by a “float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

PO NEN

**

# The problems with the range of “float  can also occur if we have
# two wvery large numbers as long as one is much larger than the
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

We here can again observe the problem with intermediate results.

#

# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-le+18

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

® Sie haben sich iberlegt, dass 52 Bits

fiir den Signifikand, die uns

52/ log, 10 ~ 15.7 Ziffern geben,
verniinftig sind und auch gut in acht
Bytes Speicher passen.

Dagegen bendtigen 36 Ziffern einen
Signifikand von 361og, 10 ~ 120 Bits,
was den Datentyp viel groBer macht
und wahrscheinlich auch nur sehr
selten bendtigt werden wiirde.

Naja, es sei denn, man addiert groRe
und kleine Zahlen zusammen. . .

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float ', one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of ~float’
# two very large numbers
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

can also occur if we have
as long as one is much larger than the

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.

# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-le+18

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

® Sie haben sich iberlegt, dass 52 Bits

fiir den Signifikand, die uns

52/ log, 10 ~ 15.7 Ziffern geben,
verniinftig sind und auch gut in acht
Bytes Speicher passen.

Dagegen bendtigen 36 Ziffern einen
Signifikand von 361og, 10 ~ 120 Bits,
was den Datentyp viel groBer macht
und wahrscheinlich auch nur sehr
selten bendtigt werden wiirde.

Naja, es sei denn, man addiert groRe
und kleine Zahlen zusammen. . .

Die interessante Frage, die wir
basierend auf dem Beispiel stellen
kdnnen ist. ..

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float ', one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that

# would exceed the range that can be covered by a ~float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of ~float’
# two very large numbers
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

can also occur if we have
as long as one is much larger than the

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a
#

“float *, but if precision is
lost in intermediate steps, the final result can be off quite a
# bit.
>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-le+18

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

® Dagegen bendtigen 36 Ziffern einen

Signifikand von 361og, 10 ~ 120 Bits,
was den Datentyp viel groRer macht
und wahrscheinlich auch nur sehr
selten bendtigt werden wiirde.

Naja, es sei denn, man addiert groRe
und kleine Zahlen zusammen. . .

Die interessante Frage, die wir
basierend auf dem Beispiel stellen
kdnnen ist:

Gibt es eine Méglichkeit, groBe und
kleine Zahlen genauer zu addieren?

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1el5 + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> 1lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of ~float’
# two wvery large numbers
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

can also occur if we have
as long as one is much larger than the

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.

# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-le+18

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

Dagegen bendtigen 36 Ziffern einen

Signifikand von 361og, 10 ~ 120 Bits,

was den Datentyp viel groRer macht
und wahrscheinlich auch nur sehr
selten bendtigt werden wiirde.

Naja, es sei denn, man addiert groRe
und kleine Zahlen zusammen. . .

Die interessante Frage, die wir
basierend auf dem Beispiel stellen
kdnnen ist:

Gibt es eine Méglichkeit, groBe und
kleine Zahlen genauer zu addieren?

Natiirlich kénnen wir 1e16 + 1
niemlals genau mit einem float
reprasentieren.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly ... but has intermediate steps that

# would exceed the range that can be covered by a ~float .

>>> l1lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of “float  can also occur if we have
# two wvery large numbers as long as ome is much larger than the
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a
#

“float *, but if precision is
lost in intermediate steps, the final result can be off quite a
# bit.
>>> 1el8 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0
>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...
-1e+18



Grenzen des Datentyps float

Naja, es sei denn, man addiert groRe
und kleine Zahlen zusammen. . .

Die interessante Frage, die wir
basierend auf dem Beispiel stellen
konnen ist:

Gibt es eine Méglichkeit, groBe und
kleine Zahlen genauer zu addieren?

Natiirlich kénnen wir 1e16 + 1
niemlals genau mit einem float
reprasentieren.

Trotzdem wollen wir das Endergebnis
eine Summe doch so genau wie
moglich darstellen.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> 1lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of ~float’
# two very large numbers
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

can also occur if we have
as long as one is much larger than the

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - lel8
-1e+18

# Since lel8 + 1e36 == le36, this gives us 0.

# The exzact result would be 1, but...



Grenzen des Datentyps float

Die interessante Frage, die wir
basierend auf dem Beispiel stellen
konnen ist:

Gibt es eine Méglichkeit, groBe und
kleine Zahlen genauer zu addieren?

Natiirlich kénnen wir 1e16 + 1
niemlals genau mit einem float
reprasentieren.

Trotzdem wollen wir das Endergebnis
eine Summe doch so genau wie
moglich darstellen.

Wir wollen eine Moglichkeit, die
Summe (1e18 + 1)+ -1e18 so zu
berechnen, dass am Ende 1.0
herauskommt.

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While 1el6 + 1 cannot be represented ezactly with a “float , one
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a float .

>>> 1lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

# The problems with the range of ~float’
# two wvery large numbers
# other.

>>> 1el8 + 1e36
1e+36

can also occur if we have
as long as one is much larger than the

# 1_000_000_000_000_000_001 * 1e18 needs 19 digits
# We here can again observe the problem with intermediate results.

# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1e18 + 1e36 - 1e36 # Since lel8 + 1e36 == 1e36, this gives us 0.
0.0

>>> 1el18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...
-le+18



Grenzen des Datentyps float

Gibt es eine Méglichkeit, groBe und
kleine Zahlen genauer zu addieren?

Natiirlich kénnen wir 1e16 + 1
niemlals genau mit einem float
reprasentieren.

Trotzdem wollen wir das Endergebnis
eine Summe doch so genau wie
moglich darstellen.

Wir wollen eine Moglichkeit, die
Summe (1el18 + 1)+ -1e18 so zu
berechnen, dass am Ende 1.0
herauskommt.

Geht das?

Python 3.12.11 (main, Jun 4 2025, 09:55:47) [GCC 14.2.0] on linux

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.
# Python's float supports 15 to 16 digits of precision.

>>> 1elb + 1 # This works and will give us 1_000_000_000_000_001
1000000000000001.0
>>> lel6 + 1
le+16

# This gives us lel6, since we would need 17 digits

# While lel6 + 1
# may wonder what happens if the computation produces results that
# can be represented ezactly but has intermediate steps that

# would exzceed the range that can be covered by a ~float .

>>> lel6 + 1 - 1lel6 # Since lel6 + 1 == lel6, this does yield 0.
0.0

cannot be represented ezactly with a “float ', one

# The problems with the range of ~float’
# two very large numbers ... as
# other.

>>> 1e18 + 1e36 # 1_000_000_000_000_000_001
1e+36

can also occur if we have
long as one s much larger than the

* 1el8 needs 19 digits

# We here can again observe the problem with intermediate results.
# The final result may fit well into a “float , but if precision is
# lost in intermediate steps, the final result can be off quite a

# bit.

>>> 1el8 + 1e36 - 1e36
0.0

>>> 1el8 + 1 + 1e36 -
-1e+18

# Since lel8 + 1e36 == le36, this gives us 0.

1e36 - 1lel8 # The exzact result would be 1, but...




Kahan-Summe: Sinn und Zweck

e Zum Gliick hatten Kahan*? und Babuska® in den 1960ern eine Idee, wie man die Prazision
fiir Addition erhdhen kann2947.
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Kahan-Summe: Sinn und Zweck

e Zum Gliick hatten Kahan*? und Babuska® in den 1960ern eine Idee, wie man die Prizision
fiir Addition erhdhen kann2947:

o \Wir addieren Zahlen in einer Variable sum und verwenden zusatzlich eine Variable cs, in
der wir uns merken, wie weit das Ergebnis daneben liegt.
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Kahan-Summe: Sinn und Zweck

e Zum Gliick hatten Kahan*? und Babuska® in den 1960ern eine Idee, wie man die Prizision
fiir Addition erhdhen kann2947:

o \Wir addieren Zahlen in einer Variable sum und verwenden zusatzlich eine Variable cs, in
der wir uns merken, wie weit das Ergebnis daneben liegt.

® Stellen wir uns nochmal vor, dass wir 1e18 + 1 - 1e18 berechnen wollen.




LR i

Kahan-Summe: Sinn und Zweck

e Zum Gliick hatten Kahan*? und Babuska® in den 1960ern eine Idee, wie man die Prazision
fiir Addition erhdhen kann?%47:
o \Wir addieren Zahlen in einer Variable sum und verwenden zusatzlich eine Variable cs, in
der wir uns merken, wie weit das Ergebnis daneben liegt.
e Stellen wir uns nochmal vor, dass wir 1e18 + 1 - 1e18 berechnen wollen. l
[ ]

Wie wiirden wir bei dem Ergebnis 1.0 ankommen?
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Kahan-Summe: Sinn und Zweck

e Zum Gliick hatten Kahan*? und Babuska® in den 1960ern eine Idee, wie man die Prizision
fiir Addition erhdhen kann2947:

o \Wir addieren Zahlen in einer Variable sum und verwenden zusatzlich eine Variable cs, in
der wir uns merken, wie weit das Ergebnis daneben liegt.

® Stellen wir uns nochmal vor, dass wir 1e18 + 1 - 1e18 berechnen wollen. k
® Wie wiirden wir bei dem Ergebnis 1.0 ankommen?

® |n dem wir den folgenden, einfachen Algorithmus anwenden, der die Summe aller Zahlen in ‘

einer Variable sum bildet und zusétzlich einen Fehler-Term cs mitfiihrt. :



Kahan-Summe: Ausprobieren

)/

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:



Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.
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Kahan-Summe: Ausprobieren .

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte.
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Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:
1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
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Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:
1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
t ist damit die Summe, und zwar zu der
Genauigkeit, die float darstellen kann.

p—-



Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.

N

p
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Kahan-Summe: Ausprobieren

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value. Weil
t = sum + value, kdnnte man denken
das error eigentlich immer 0.0 seien
sollte, schlieBlich sieht das aus wie
(sum - (sum + value))+ value.

R 8 R TS T Tl
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Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value. Weil
t = sum + value, kdnnte man denken
das error eigentlich immer 0.0 seien
sollte, schlieBlich sieht das aus wie
(sum - (sum + value))+ value.
Aber es konnen ja ein paar Ziffern
,verloren gehen”, wenn wir sum + value
berechnen.

Rl i e

s F Bl v
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Kahan-Summe: Ausprobieren

_—

® |n dem wir den folgenden, einfachen
| Algorithmus anwenden:

1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

! 2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
, 2.2 Dann berechnen wir

error = (sum - t)+ value. Weil

t = sum + value, kdnnte man denken
das error eigentlich immer 0.0 seien
sollte, schlieBlich sieht das aus wie

h (sum - (sum + value))+ value.
Aber es konnen ja ein paar Ziffern
,verloren gehen”, wenn wir sum + value
berechnen. Diese tauchen dann wieder in
error auf.

e - —— e omar » I 0000909090900 T e e
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Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:
1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
2.2 Dann berechnen wir

error = (sum - t)+ value.
2.3 Dann setzen wir sum = t.

BTN

5
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Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:
1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.
2.3 Dann setzen wir sum = t.
2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

PEs—-



. Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
error = (sum - t)+ value.
2.3 Dann setzen wir sum = t.

2.2 Dann berechnen wir
2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen

|
L
5
also cs += error.
. Das Endergebnis ist dann sum + cs.
ST pmaer BT AT T s TEEEE ] L 22—
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Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

=

. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

>

Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.
2.3 Dann setzen wir sum = t.
2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

" 3. Das Endergebnis ist dann sum + cs.

® Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

T oy  pmassr WSS ST T e THEER 7 L 2
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Kahan-Summe: Ausprobieren

R 3.

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

2.3
2.4

Wir berechnen zuerst t = sum + value.

Dann berechnen wir

error = (sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

® Probieren wir das am Beispiel

1e18 + 1 - 1e18 aus.

e e e

1. Wir beginnen mit sum

T oy  pmassr WSS ST T e THEER 7 L

A
= 0 und cs = 0. I
i
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Kahan-Summe: Ausprobieren

3.

e & —

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.

2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.

2.3 Dann setzen wir sum = t.

2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

Y AR BT IR GEESSTUUTUE AT WU e TSR 4 W R TR SR B e T R e e

1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

)
A
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Kahan-Summe: Ausprobieren

-

. Wir beginnen mit sum =

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

Wir berechnen zuerst t = sum + value.
Dann berechnen wir

(sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen

also cs += error.

error =
2.3
2.4

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

Ly aunaar T BB T mE 0

R e TRULUSTEEERY L
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1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.
2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

2.1 In ersten Schritt berechnen
wir t = sum + value, also
t = 0 + 1el18, also t = 1e18.

Y A B O v o

SO T O™
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. Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen 1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0. o
geeiiigiuy anyendeny 2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0. 2.1 In ersten Schritt berechnen
wir t = sum + value, also
t =0 + 1e18, also t = 1e18. N
2.2 Dann setzen wir
2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value. error = (sum - t)+ value, woraus
2.2 Dann berechnen wir dann error = (0 - 1e18)+ 1el8
error = (sum - t)+ value. wird, was uns error = 0.0 gibt.
2.3 Dann setzen wir sum = t.
2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

o MR B T RN

2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

- - -
™ i

3. Das Endergebnis ist dann sum + cs.

|
[
Probieren wir das am Beispiel A
1e18 + 1 - 1e18 aus. l

—
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Kahan-Summe: Ausprobieren

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

. Wir beginnen mit sum =

0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

2.3
2.4

Wir berechnen zuerst t =
Dann berechnen wir
(sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

error =

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

sum + value.

1. Wir beginnen mit sum =

2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

2.1

2.2

2.3

R T o B T AT e 4 e

0 und cs = 0.

In ersten Schritt berechnen

wir t = sum + value, also

t =0 + 1e18, also t = 1e18.
Dann setzen wir

(sum - t)+ value, woraus
(0 - 1e18)+ 1e18
0.0 gibt.
1e18, also

error =
dann error =
wird, was uns error =
Wir setzen also sum =
sum = 1el8.

[
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Kahan-Summe: Ausprobieren

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.

2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.
2.3 Dann setzen wir sum = t.

2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen

also cs += error.

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

2.1

2.2

2.3

24

R T o B T AT e 4 e

In ersten Schritt berechnen

wir t = sum + value, also

t =0 + 1e18, also t = 1e18.
Dann setzen wir

error = (sum - t)+ value, woraus
dann error = (0 - 1e18)+ 1el8
wird, was uns error = 0.0 gibt.

Wir setzen also sum = 1e18, also
sum = 1el8.

cs, was O war, wird 0 + 0.0, und ist &
somit cs = 0.0.

[

s A
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. Kahan-Summe: Ausprobieren

® |n dem wir den folgenden, einfachen 1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

oL A endel 2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0. 3. Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.
2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
i werden soll, machen wir die folgende Schritte:
! 2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
2.2 Dann berechnen wir

error = (sum - t)+ value.

2.3 Dann setzen wir sum = t.

2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

E T B B ST hhyroavya

, 3. Das Endergebnis ist dann sum + cs.

® Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

e - —— e omar I 00900909090 T T e T y |
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Kahan-Summe: Ausprobieren

[y

. Wir beginnen mit sum

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

Wir berechnen zuerst t = sum + value.
Dann berechnen wir

error (sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen

also cs += error.

2.3
2.4

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

-

o

2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs

3. Jetzt addieren wir 1 zu der Summe. R

3.1 Wir berechnen t sum + value, was
nun t 1e18 + 1 ist, was uns dann |

t = 1e18 gibt.

LTy e HEEETT BN T T
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Kahan-Summe: Ausprobieren

[y

. Wir beginnen mit sum

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

Wir berechnen zuerst t = sum + value.
Dann berechnen wir

error (sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen

also cs += error.

2.3
2.4

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

-

o

2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs

3. Jetzt addieren wir 1 zu der Summe. R

3.1 Wir berechnen t sum + value, was
nun t 1e18 + 1 ist, was uns dann |
t = 1e18 gibt. Die 1 geht verloren. ‘

LTy e HEEETT BN T T
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Kahan Summe: Ausprobieren

|

l ® |n dem wir den folgenden, einfachen 1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0. i
l e rinendel 2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

. 1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0. 3. Jetzt addieren wir 1 zu der Summe. :
1 2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert 3.1 Wir berechnen t = sum + value, was

i werden soll, machen wir die folgende Schritte: nun t = 1e18 + 1 ist, was uns dann
] 2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value. t = leiB glt.)t' - B i e |
‘ / 3.2 Also fast zumindest. |

2.2 Dann berechnen wir

error = (sum - t)+ value.

2.3 Dann setzen wir sum = t.

2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

3. Das Endergebnis ist dann sum + cs.

® Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.
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. Kahan-Summe: Ausprobieren

a

I ® |n dem wir den folgenden, einfachen 1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0. o
Algorith den: h .
U S R 2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
}
| 1. Wir beginnen mit sum = O und cs = 0. 3. Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.
l 2. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert 3.1 Wir berechnen t = sum + value, was
i werden soll, machen wir die folgende Schritte: nun t = 1el8 + 1 ist, was uns dann
A = lel ibt. Die 1 h | g
! 2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value. L els glt.)t R crigren .‘
i 3.2 Also fast zumindest: ,
2.2 Dann berechnen wir ; g
error = (sum - t)+ value wird zu =

error = (sum - t)+ value.

2.3 Dann setzen wir sum = t.

2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

error = (1e18 - 1e18)+ 1, also ist
error 1.0.

3. Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

L
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Kahan-Summe: Ausprobieren

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert
werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.

2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.
2.3 Dann setzen wir sum = t.

2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen

also cs += error.

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

3. Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.

3.1 Wir berechnen t = sum + value, was
nun t = 1e18 + 1 ist, was uns dann
t = 1e18 gibt. Die 1 geht verloren.

3.2 Also fast zumindest:
error = (sum - t)+ value wird zu
error = (1e18 - 1e18)+ 1, also ist
error 1.0.

3.3 Nach diesem Schritt ist sum = 1e18.
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Kahan-Summe: Ausprobieren

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value.
2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.
2.3 Dann setzen wir sum = t.
2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.
2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
3. Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.

3.1 Wir berechnen t = sum + value, was
nun t = 1e18 + 1 ist, was uns dann
t = 1e18 gibt. Die 1 geht verloren.
3.2 Also fast zumindest:
error = (sum - t)+ value wird zu
error = (1e18 - 1e18)+ 1, also ist
error 1.0.
3.3 Nach diesem Schritt ist sum = 1e18.
34 Und cs = 0 + 1.0 wird 1.0.
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Kahan-Summe: Ausprobieren
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. Wir beginnen mit sum =

e . wll =F

e el W L WS e

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

Wir berechnen zuerst t = sum + value.
Dann berechnen wir

(sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen

also cs += error.

error =
2.3
2.4

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

T T T TR T S THEE

> @ N =

B A

Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.

N

Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.

Wir ziehen nun 1e18 von der Summe ab, was
das Gleiche wie -1e18 dazuaddieren ist. _
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Kahan-Summe: Ausprobieren

. Wir beginnen mit sum =

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

Wir berechnen zuerst t =
Dann berechnen wir
(sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

error =
2.3
24

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

sum + value.

1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.
2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
3. Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.
4. Wir ziehen nun 1e18 von der Summe ab, was
das Gleiche wie -1e18 dazuaddieren ist.
4.1 Das bedeutet, dass wir zuerst
t = sum + value berechnen, also
t = 1e18 + -1e18, woraus dann
t = 0.0 wird.
F
|
!
[
5
N
!
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Kahan-Summe: Ausprobieren

. Wir beginnen mit sum =

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

Wir berechnen zuerst t =
Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

2.3
2.4

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

sum + value.

= BN =

AE o B A e

Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.

Wir ziehen nun 1e18 von der Summe ab, was
das Gleiche wie -1e18 dazuaddieren ist.

4.1 Das bedeutet, dass wir zuerst
t = sum + value berechnen, also
t 1e18 + -1e18, woraus dann
t = 0.0 wird.
4.2 Fiir den Fehlerterm bekommen wir i
error = (1e18 - 0.0)+ -1e18, was
0.0 ergibt.

error =
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Kahan-Summe: Ausprobieren

. Wir beginnen mit sum =

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

Wir berechnen zuerst t =
Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

2.3
2.4

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

sum + value.

= BN =

AE o B A e

Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.
Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.

Wir ziehen nun 1e18 von der Summe ab, was
das Gleiche wie -1e18 dazuaddieren ist.

4.1 Das bedeutet, dass wir zuerst

t = sum + value berechnen, also
t = 1e18 + -1e18, woraus dann
t = 0.0 wird.

4.2 Fur den Fehlerterm bekommen wir

error = (1e18 - 0.0)+ -1e18, was
error = 0.0 ergibt.
4.3 Wir bekommen nun sum = 0.0. L
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Kahan-Summe: Ausprobieren

. Wir beginnen mit sum =

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

Wir berechnen zuerst t =
Dann berechnen wir

(sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

error =
2.3
24

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

sum + value.

= BN =

Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.
Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.

Wir ziehen nun 1e18 von der Summe ab, was
das Gleiche wie -1e18 dazuaddieren ist.

4.1 Das bedeutet, dass wir zuerst

t = sum + value berechnen, also
t = 1e18 + -1e18, woraus dann
t = 0.0 wird.

4.2 Fiir den Fehlerterm bekommen wir
error = (1e18 - 0.0)+ -1e18, was
error = 0.0 ergibt.

4.3 Wir bekommen nun sum = 0.0. L

44 Und cs = 1.0 + 0.0, beleibt also
bei cs = 1.0.
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Kahan-Summe: Ausprobieren

In dem wir den folgenden, einfachen 1. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0.
Algorith den: h .
U S R 2. Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
. Wir beginnen mit sum = 0 und cs = 0. 3. Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.
. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert 4. Wir ziehen nun 1e18 von der Summe ab, was
werden soll, machen wir die folgende Schritte: das Gleiche wie -1e18 dazuaddieren ist.
2.1 Wir berechnen zuerst t = sum + value. 5. Das Endergebnis ist dann sum + cs und das |
2.2 Dann berechnen wir ergibt tatsachlich 0.0 + 1.0, also 1.0!
error = (sum - t)+ value.
2.3 Dann setzen wir sum = t.
2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen i
also cs += error. y
Das Endergebnis ist dann sum + cs. |
Probieren wir das am Beispiel \
1e18 + 1 - 1e18 aus. i.
> Y R T o B T AT e 4 oy . e
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Kahan-Summe: Ausprobieren

. Wir beginnen mit sum =

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1
2.2

Wir berechnen zuerst t =
Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.

Dann setzen wir sum = t.

Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

2.3
2.4

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

sum + value.

= BN =

AE o B A e

Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.
Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.

Wir ziehen nun 1e18 von der Summe ab, was
das Gleiche wie -1e18 dazuaddieren ist.

Das Endergebnis ist dann sum + cs und das
ergibt tatsachlich 0.0 + 1.0, also 1.0!

Mit der Kahan-Summe konnten wir also i
1e18 + 1 - 1e18 berechnen und erhalten
korrekt 1.0.
[
\



Kahan-Summe: Ausprobieren

. Wir beginnen mit sum =

In dem wir den folgenden, einfachen
Algorithmus anwenden:

0 und cs = 0.

. Fiir jede Zahl, die zur Summe dazuaddiert

werden soll, machen wir die folgende Schritte:

2.1 Wir berechnen zuerst t =

2.2 Dann berechnen wir
error = (sum - t)+ value.

2.3 Dann setzen wir sum = t.

2.4 Wir addieren die Fehler in cs auf, setzen
also cs += error.

Das Endergebnis ist dann sum + cs.

Probieren wir das am Beispiel
1e18 + 1 - 1e18 aus.

sum + value.

= BN =

P T e .

Wir beginnen mit sum = O und cs = 0.

Als erste Zahl addieren wir 1e18 zur Summe.
Jetzt addieren wir 1 zu der Summe.

Wir ziehen nun 1e18 von der Summe ab, was
das Gleiche wie -1e18 dazuaddieren ist.

Das Endergebnis ist dann sum + cs und das
ergibt tatsachlich 0.0 + 1.0, also 1.0!

Mit der Kahan-Summe konnten wir also
1e18 + 1 - 1e18 berechnen und erhalten
korrekt 1.0.

Der Preis ist, dass wie zusatzliche Variablen
brauchen und diese bei jedem Rechnschritt
updaten miissen.



Kahan-Summe: Algorithmus
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® Es gibt eine Vielzahl von verschiedenen Implementierungen dieser sogenannten
Kahan-Summe der Kahan-Babuska-Summe.

el




e | N o "

Kahan-Summe: Algorithmus

® Es gibt eine Vielzahl von verschiedenen Implementierungen dieser sogenannten
Kahan-Summe der Kahan-Babuska-Summe.

® Neumaier, z. B., hat 1974 eine Verbesserung fiir den Fall, dass die laufende Summe kleiner
als die zu addierende Zahl ist, beigesteuert>®.

Algorithm 1: Die Kahan-Babuska-Neumaier Summe Zweiter Ordnung*#%43.56

iiber einen Array = mit n Zahlen, nach der Spezifikation von Klein®3.

sum < 0; ¢s<+0; ccs <+ 0;

for i €0.n—1do > Fiir jede der n zu addierenden Zahlen in x.
t < sum + z[i]; > Summe und Fehlerterm 1.Ordnung (unten)**.
if |sum| > |'E[Z]| then ¢ + (sum — t) + z[i]; > Neumaier's Verbesserung®®
else ¢ + (z[i] — t) + sum;
sum <— t; > Die Gesamtsumme wird upgedated.
t < cs+c; > Fehlersumme 2. Ordnung von Klein*® beginnt.
if |es| > |c then cc + (cs — t) + c; > Neumaier's Verbesserung®®
else ¢ + (¢ —t) + cs;
cs < t; ccs < ccs+ cc; _
return sum + cs + ccs I
R
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Kahan-Summe: Algorithmus

® Neumaier, z. B., hat 1974 eine Verbesserung fiir den Fall, dass die laufende Summe kleiner
als die zu addierende Zahl ist, beigesteuert®®.

e Klein*? hat dann die Prazision weiter verbessert, in dem eine Fehlersumme fiir die
Fehlersumme eingefiihrt hat, also eine Fehlersumme 2. Ordnung, und so weiter.

Algorithm 1: Die Kahan-Babuska-Neumaier Summe Zweiter Ordnung*#243.56

iiber einen Array = mit n Zahlen, nach der Spezifikation von Klein®3.

sum < 0; ¢s<+0; ccs <+ 0;

for i €0.n—1do > Fiir jede der n zu addierenden Zahlen in x.
t < sum + z[i]; > Summe und Fehlerterm 1.0Ordnung (unten)**?.
if |sum| > |'E[Z]| then ¢ + (sum — t) + z[i]; > Neumaier's Verbesserung®®
else ¢ + (z[i] — t) + sum;
sum <— t; > Die Gesamtsumme wird upgedated.
t < cs+c; > Fehlersumme 2. Ordnung von Klein*® beginnt.
if |es| > |c then cc + (cs — t) + c; > Neumaier's Verbesserung®®
else ¢ + (¢ —t) + cs;
cs < t; ccs < ccs+ cc; _
return sum + cs + ccs I
R
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Kahan-Summe: Algorithmus

e Klein*® hat dann die Priazision weiter verbessert, in dem eine Fehlersumme fiir die
Fehlersumme eingefiihrt hat, also eine Fehlersumme 2. Ordnung, und so weiter.

® Dieser verbesserte Algorithmus ist hier dargestellt.

Algorithm 1: Die Kahan-Babuska-Neumaier Summe Zweiter Ordnung*42:43:56

iiber einen Array = mit n Zahlen, nach der Spezifikation von Klein®3.

sum < 0; ¢s<+0; ccs <+ 0;

for i €0.n— 1 do > Fiir jede der n zu addierenden Zahlen in x.
t < sum + z[i]; > Summe und Fehlerterm 1.0Ordnung (unten)**2.
if |sum| > |'E[Z]| then ¢ + (sum — t) + z[i]; > Neumaier's Verbesserung®®
else ¢ + (z[i] — t) + sum;
sum < t; > Die Gesamtsumme wird upgedated.
t < cs+c; > Fehlersumme 2. Ordnung von Klein*® beginnt.
if ‘CS‘ > |c then cc + (cs — t) + c; > Neumaier's Verbesserung®®
else ¢ + (¢ —t) + cs;
cs < t; ccs < ccs+ cc; )
return sum + cs + ccs I
o




Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.

L



Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.
® Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die
wir schon ausprobiert haben.
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Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.

® Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die
wir schon ausprobiert haben.

® |ch habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewihlt.

WA

F . 0000 . Th .o an N
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Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.

® Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die
wir schon ausprobiert haben.

® |ch habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewihlt.

® |ch will nAmlich einen wichtigen Punkt machen.

WA

F . 0000 . Th .o an N
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Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.

® Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die
wir schon ausprobiert haben.

® |ch habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewihlt.

® |ch will ndmlich einen wichtigen Punkt machen:

® Ja. Manchmal sehen Algorithmen gefahrlich und schwierig aus.

F . . Tn SRR

a—



et &

Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.

® Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die
wir schon ausprobiert haben.

® |ch habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewihlt.

® |ch will ndmlich einen wichtigen Punkt machen:

® Ja. Manchmal sehen Algorithmen gefahrlich und schwierig aus.

® Aber wenn wir der Definition ordentlich folgen, dann kénnen wir sie trotzdem
implementieren.

F . 0000 TS S
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Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.

® Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die
wir schon ausprobiert haben.

® |ch habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewihlt.

® |ch will ndmlich einen wichtigen Punkt machen:

® Ja. Manchmal sehen Algorithmen gefahrlich und schwierig aus.

® Aber wenn wir der Definition ordentlich folgen, dann kénnen wir sie trotzdem
implementieren.

® Selbst wenn wir am Anfang nicht alles ganz verstehen.

F . 0000 TS S

v
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Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.

® Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die
wir schon ausprobiert haben.

® |ch habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewihlt.

® |ch will ndmlich einen wichtigen Punkt machen:

® Ja. Manchmal sehen Algorithmen gefahrlich und schwierig aus.

Aber wenn wir der Definition ordentlich folgen, dann kdnnen wir sie trotzdem
implementieren.

Selbst wenn wir am Anfang nicht alles ganz verstehen.

Wahrend wir den Algorithmus implementieren, also seine Komponenten auf Elemente der
Programmiersprache iibertragen, konnen wir lernen, ihn besser zu verstehen.

P A W W
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Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.

® Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die
wir schon ausprobiert haben.

® |ch habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewihlt.

® |ch will ndmlich einen wichtigen Punkt machen:

® Ja. Manchmal sehen Algorithmen gefahrlich und schwierig aus.

® Aber wenn wir der Definition ordentlich folgen, dann kénnen wir sie trotzdem
implementieren.

® Selbst wenn wir am Anfang nicht alles ganz verstehen.

® Wahrend wir den Algorithmus implementieren, also seine Komponenten auf Elemente der
Programmiersprache iibertragen, konnen wir lernen, ihn besser zu verstehen.

e Wir kdnnen den Kode auch Zwischenergebnisse fiir von uns gewahlte Beispiele ausdrucken
lassen.

P A W W
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Haben Sie keine Angst.

® Es ist nicht so wichtig, diesen Algorithmus hier im Detail zu diskutieren.
® Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die

wir schon ausprobiert haben.
Ich habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewihlt.

® |ch will ndmlich einen wichtigen Punkt machen:
® Ja. Manchmal sehen Algorithmen gefahrlich und schwierig aus.
® Aber wenn wir der Definition ordentlich folgen, dann kénnen wir sie trotzdem

implementieren.

® Selbst wenn wir am Anfang nicht alles ganz verstehen.
® Wahrend wir den Algorithmus implementieren, also seine Komponenten auf Elemente der

Programmiersprache iibertragen, konnen wir lernen, ihn besser zu verstehen.
Wir kénnen den Kode auch Zwischenergebnisse fiir von uns gewahlte Beispiele ausdrucken

lassen.
Dann kdnnen wir den Algorithmus nachverfolgen und sein Verhalten besser verstehen.

A
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Haben Sie keine Angst.

Im Grunde ist er ja nur eine weiterentwicklent Version der einfachen Kahan-Summe, die
wir schon ausprobiert haben.

Ich habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewahlt.

Ich will namlich einen wichtigen Punkt machen:

® Ja. Manchmal sehen Algorithmen gefahrlich und schwierig aus.
® Aber wenn wir der Definition ordentlich folgen, dann kénnen wir sie trotzdem

implementieren.

® Selbst wenn wir am Anfang nicht alles ganz verstehen.
® \Waihrend wir den Algorithmus implementieren, also seine Komponenten auf Elemente der

Programmiersprache iibertragen, kdnnen wir lernen, ihn besser zu verstehen.
Wir kénnen den Kode auch Zwischenergebnisse fiir von uns gewahlte Beispiele ausdrucken

lassen.

® Dann kénnen wir den Algorithmus nachverfolgen und sein Verhalten besser verstehen.
® Wir kdnnten ihn auch Schritt-fiir-Schritt mit einem Debugger ausfiihren (lernen wir

spater).
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=gt b

Haben Sie keine Angst.

Ich habe mit Absicht diese weiterentwickelte, gruselig aussehende Variante des
Algorithmus ausgewahlt.

® |ch will namlich einen wichtigen Punkt machen:
® Ja. Manchmal sehen Algorithmen gefahrlich und schwierig aus.
® Aber wenn wir der Definition ordentlich folgen, dann kénnen wir sie trotzdem

implementieren.

® Selbst wenn wir am Anfang nicht alles ganz verstehen.
® \Wihrend wir den Algorithmus implementieren, also seine Komponenten auf Elemente der

Programmiersprache iibertragen, kénnen wir lernen, ihn besser zu verstehen.
Wir kénnen den Kode auch Zwischenergebnisse fiir von uns gewahlte Beispiele ausdrucken

lassen.

® Dann kénnen wir den Algorithmus nachverfolgen und sein Verhalten besser verstehen.
e Wir kdnnten ihn auch Schritt-fiir-Schritt mit einem Debugger ausfiihren (lernen wir

spater).
Wenn wir eine klare Algorithmusdefinition haben, dann kdnnen wir diese nach Python
ibersetzen.
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=gt b

Haben Sie keine Angst.

Ja. Manchmal sehen Algorithmen gefihrlich und schwierig aus.

Aber wenn wir der Definition ordentlich folgen, dann kdnnen wir sie trotzdem
implementieren.

Selbst wenn wir am Anfang nicht alles ganz verstehen.

Wahrend wir den Algorithmus implementieren, also seine Komponenten auf Elemente der
Programmiersprache iibertragen, kdnnen wir lernen, ihn besser zu verstehen.

Wir kénnen den Kode auch Zwischenergebnisse fiir von uns gewahlte Beispiele ausdrucken
lassen.

Dann kdnnen wir den Algorithmus nachverfolgen und sein Verhalten besser verstehen.
Wir kénnten ihn auch Schritt-fiir-Schritt mit einem Debugger ausfiihren (lernen wir
spater).

Wenn wir eine klare Algorithmusdefinition haben, dann kdnnen wir diese nach Python
iibersetzen.

Und wir kdnnen davon lernen.
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Design der Klasse

® Jetzt implementieren wir die Kahan-Babuska-Neumaier Summe Zweiter Ordnung in Datei
kahan_sum.py.

sum <+ 0; c¢s<0; ccs <+ 0;

for i€0.n—1do

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ + (z[i] — t) + sum;

sum < t;

teeTlasi ot G

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢;
else ¢ + (c—t) + cs;

cs — t; ccs + cecs + cc;

return sum + cs + ccs

o v K


https://github.com/thomasWeise/programmingWithPythonCode/blob/684823e23c5dd22473c4fc25273c68313cca0353/classes/kahan_sum.py

Design der Klasse

® Jetzt implementieren wir die Kahan-Babuska-Neumaier Summe Zweiter Ordnung in Datei
kahan_sum.py.
® Die Frage ist nun Wie machen wir das?.

sum <+ 0; c¢s<0; ccs <+ 0;

for i€0.n—1do

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — &) + z[i];
else ¢ + (z[i] — t) + sum;

sum < t;

teeTlasi ot G

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢;
else ¢ + (c—t) + cs;

cs — t; ccs + cecs + cc;

return sum + cs + ccs

g


https://github.com/thomasWeise/programmingWithPythonCode/blob/684823e23c5dd22473c4fc25273c68313cca0353/classes/kahan_sum.py

Design der Klasse

® Jetzt implementieren wir die Kahan-Babuska-Neumaier Summe Zweiter Ordnung in Datei
kahan_sum.py.

® Die Frage ist nun Wie machen wir das?.

e Wir konnten ihn als Funktion implementieren, die ein Iterable x mit den zu
summierenden Zahlen als Parameter erhilt.

sum <+ 0; c¢s<0; ccs <+ 0;

for i€0.n—1do

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ + (z[i] — t) + sum;

sum < t;

teeTlasi ot G

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢;
else ¢ + (c—t) + cs;

cs — t; ccs + cecs + cc;

return sum + cs + ccs

g


https://github.com/thomasWeise/programmingWithPythonCode/blob/684823e23c5dd22473c4fc25273c68313cca0353/classes/kahan_sum.py

Design der Klasse

® Die Frage ist nun Wie machen wir das?.

e Wir kdnnten ihn als Funktion implementieren, die ein
summierenden Zahlen als Parameter erhilt.

® So ist der Algorithmus ja im Grunde definiert.

sum <+ 0; c¢s<+0; ccs <+ 0;

for i€0.n—1do

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ + (z[i] — t) + sum;

sum < t;

tec a1t G

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢;
else ¢ + (c—t) + cs;

cs — t; ccs + cecs + cc;

return sum + cs + ccs

Iterable x mit den zu
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Design der Klasse

e Wir konnten ihn als Funktion implementieren, die ein
summierenden Zahlen als Parameter erhilt.

® So ist der Algorithmus ja im Grunde definiert.

® Wir entscheiden uns anders.

sum <+ 0; c¢s<0; ccs <+ 0;

for i€0.n—1do

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ + (z[i] — t) + sum;

sum < t;

teelasi ot g

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢;
else ¢ + (c—t) + cs;

cs — t; ccs + cecs + ce;

return sum + cs + ccs

Iterable x mit den zu
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Design der Klasse

® So ist der Algorithmus ja im Grunde definiert.
® Wir entscheiden uns anders.
e Wir wollen ihn als Klasse KahanSum implementieren, die eine laufende Summe darstellt.

sum+0; cs+0; ccs+ 0;
for i € 0.n — 1 do KahanSum

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[7]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ « (z[i] — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+ ¢

if [cs| > |c| then cc + (cs —t) + ¢; r

else ¢ + (c—t) + cs; 5 ~
CEE G NECE &~ CES -1 1da) ‘
return sum + cs + ccs

[ o ¥k




Design der Klasse

® Wir entscheiden uns anders.
® Wir wollen ihn als Klasse KahanSum implementieren, die eine laufende Summe darstellt.
® Ein Klasse hat Attribute.

sum <+ 0; cs<0; ccs <+ 0;

for i €0.n—1 do KahanSum

t < sum + xz[i]; o |
if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i]; g |
else ¢ « (z[i] — t) + sum; =
sum < t; o
t.'cs+'¢; S

if [cs| > |c| then cc + (cs —t) + ¢; :
else ¢ + (c—t) + c¢s; i
GS = Lieeees < CCS .+ 1da)
return sum + cs + ccs

g



Design der Klasse

® Wir wollen ihn als Klasse KahanSum implementieren, die eine laufende Summe darstellt.
® Ein Klasse hat Attributeund Methoden.

sum <+ 0; cs<0; ccs <+ 0;

for i€ 0.n—1do

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ « (z[i] — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+c

if [cs| > |c| then cc + (cs —t) + ¢;
else ¢ + (c—t) + c¢s;

GS & himecs & ccs -k ida

return sum + cs + ccs

KahanSum

spoyjaw [sajnquiie
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Design der Klasse

® Wir wollen ihn als Klasse KahanSum implementieren, die eine laufende Summe darstellt.

® Ein Klasse hat Attributeund Methoden.
® Schauen wir uns den Algorithmus genauer an.

sum <+ 0; ¢s<0; ccs+ 0;

for i €0.n —1do KahanSum

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ « (z[i] — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+c

if [cs| > |c| then cc + (cs —t) + ¢;
else ¢ + (c—t) + c¢s;

GS = Lieeees < CCS .+ 1da)

return sum + cs + ccs

spoyjaw [sajnquiie
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Design der Klasse

® Ein Klasse hat Attributeund Methoden.
® Schauen wir uns den Algorithmus genauer an.
® Er beginnt mit der Initialisierung der Zustandsvariablen sum, cs, und ccs.

sum <+ 0; ¢s<0; ccs+ 0;

for i €0.n —1do KahanSum

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ « (z[i] — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+c

if [cs| > |c| then cc + (cs —t) + ¢;
else ¢ + (c—t) + c¢s;

GS = Lieeees < CCS .+ 1da)

return sum + cs + ccs

spoyjaw [sajnquiie

g ey



Design der Klasse

® Schauen wir uns den Algorithmus genauer an.
® Er beginnt mit der Initialisierung der Zustandsvariablen sum, cs, und ccs.
® Diese miisste man als Attribute der Instanzen der Klasse realisieren.

sum <+ 0; ¢s<0; ccs+ 0;

for i €0.n —1do KahanSum

t < sum + z[i];

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ « (z[i] — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+c

if [cs| > |c| then cc + (cs —t) + ¢;
else ¢ + (c—t) + c¢s;

GS = Lieeees < CCS .+ 1da)

return sum + cs + ccs

spoyjaw [sajnquiie

g ey



Design der Klasse

® Er beginnt mit der Initialisierung der Zustandsvariablen sum, cs, und ces.
® Diese miisste man als Attribute der Instanzen der Klasse realisieren.

® |n einer Klasse kommt der Kode, der Attribute initialisiert, in den Initialisierer __init__

sum <+ 0; ¢s<0; ccs <« 0; i

for ic0.n—1do KahanSum "
t < sum + xz[i]; o
if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i]; =
else ¢ « (z[i] — t) + sum; g |
sum < t; §
t <+ cs+c 1
if [cs| > |c| then cc + (cs —t) + ¢; —— __init__() -> None ?D I
else ¢ + (c—t) + c¢s; =
cs — t; ccs + ces+ ce; 8_ |
return sum + cs + ccs n |

g ey



Design der Klasse

® Diese misste man als Attribute der Instanzen der Klasse realisieren.

® |n einer Klasse kommt der Kode, der Attribute initialisiert, in den Initialisierer __init__
® Also tun wir diesen Teil des Algorithmus auch dort hin.
sum <+ 0; cs<0; ccs <+ 0; [
for ic0.n—1do KahanSum "
t < sum + z[i]; |
if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i]; =
else ¢ « (z[i] — t) + sum; g |
sum < t; o
t <+ cs+c LLE
if [cs| > |c| then cc + (cs —t) + ¢; —— __init__() -> None ?D I
else ¢ + (c—t) + c¢s; =
cs < t; ccs + ces + ce; 8_ |
return sum + cs + ccs n |

g ey



Design der Klasse

® |n einer Klasse kommt der Kode, der Attribute initialisiert, in den Initialisierer
® Also tun wir diesen Teil des Algorithmus auch dort hin.
® In einer Schleife addiert der Algorithmus eine Zahl nach der anderen zu der Summe hinzu.

__init__

sum+4+0; cs+ 0; ccs+ 0;

for i € 0.n — 1 do KahanSum I
t < sum + z[i]; @
if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i]; g |
else ¢ « (z[i] — t) + sum; = T
sum < t; &f i
t <+ cs+c¢ ]
if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢; —— __init__() -> None ?D I
else c « (c—t) + c¢s; =
cs «t;  ces « ces + cc; S|
return sum + cs + ccs v |

g ey



Design der Klasse

® Also tun wir diesen Teil des Algorithmus auch dort hin.

® |n einer Schleife addiert der Algorithmus eine Zahl nach der anderen zu der Summe hinzu.

e Wir wollen eine Methode add implementieren, die jeweils genau eine Zahl zur Summe
hinzuaddiert.

sum+4+0; cs+ 0; ccs+ 0;

for i € 0.n — 1 do KahanSum 3
t < sum + z[i]; o |
if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i]; S
else ¢ < (z[i] — t) + sum; = T
sum < t; o |
LG HaSiT G o
if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢; —— __init__() -> None ?D I
else ¢ - (c— ) +csi L add(value: int | float) -> None 5 |
cs & ccs + ces + cc; S|
return sum + cs + ccs v |

g ey



Design der Klasse

® |n einer Schleife addiert der Algorithmus eine Zahl nach der anderen zu der Summe hinzu.

® Wir wollen eine Methode add implementieren, die jeweils genau eine Zahl zur Summe
hinzuaddiert.

® Diese konnte ja dann genauso gut in einer Schleife aufgerufen werden.

sum+4+0; cs+ 0; ccs+ 0;

for i €0.n — 1 do KahanSum

t < sum + z[i]; o |

if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i]; S,

else ¢ « (z[i] — t) + sum; g |

sum < t; o
wn

t <+ cs+c¢ ;

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢; — __init_() -> None ?D |

else ¢ - (c— ) +csi L add(value: int | float) -> None 5 |

cs — t; ccs + ces + cc; 8_ |

return sum + cs + ccs n |

g ey



Design der Klasse

e Wir wollen eine Methode add implementieren, die jeweils genau eine Zahl zur Summe

hinzuaddiert.

® Diese kdnnte ja dann genauso gut in einer Schleife aufgerufen werden.
® Der Parameter value tritt dann an Stelle der Schleifenvariable z[3].

sum <+ 0; cs<0; ccs <+ 0;
for ic0.n—1do

t + sum + ]

if [sum| > |z]/]| then ¢ < (sum —t) +
else ¢ < (z[i| — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+c¢

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢;
else c « (c—t) + c¢s;

cs <t ccs + ces + cc;

return sum + cs + ccs

KahanSum

o

g_.

c

H

—— __init_() -> None rBD
L add( ) -> None ;:'-
Q.

w

g



Design der Klasse

® Diese kénnte ja dann genauso gut in einer Schleife aufgerufen werden.

® Der Parameter value tritt dann an Stelle der Schleifenvariable z[].

® Nach dem Ende der Schleife, am Ende des Algorithmus, wird die entgiiltige Summe
berechnet.

sum+4+0; cs+ 0; ccs+ 0;

for ic0.n—1do KahanSum "
t < sum + 3 L |
if [sum| > |z]/]| then ¢ < (sum —t) + =
else ¢ « (/] — t) + sum; =
sum < t; o
t <+ cs+c¢ 2
if |cs| > |c| then cc « (cs —t) + ¢; ——> __init_ () -> None 3
else ¢ + (¢ —t) + c¢s; o s Madd( ) -> None 5 |
cs + t; ccs & cecs + cc; 8_
return sum + cs + ccs A

g ey



Design der Klasse

® Der Parameter value tritt dann an Stelle der Schleifenvariable z[i].

® Nach dem Ende der Schleife, am Ende des Algorithmus, wird die entgiiltige Summe

berechnet.

® Dazu werden die Summenvariable sum und die Fehlerterme 1. und 2. Ordnung (cs

und ccs) addiert.

sum <+ 0; cs<0; ccs <+ 0;
for ic0.n—1do

Al ol ek j

if [sum| > |z]/]| then ¢ < (sum —t) +
else ¢ < (z[i| — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+c¢

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢;
else c « (c—t) + c¢s;
cs + b ces + ces + cc;

———— add(

return sum + cs + ccs

KahanSum
—
=
=
c
T
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wn
—— __init_() -> None rBD
) -> None ;5-
—> result() -> int | float =

g



Design der Klasse

® Nach dem Ende der Schleife, am Ende des Algorithmus, wird die entgiiltige Summe

berechnet.

® Dazu werden die Summenvariable sum und die Fehlerterme 1. und 2. Ordnung (cs

und ccs) addiert.

® Wir packen das in eine Methode result, die das Ergebnis liefern soll.

sum <+ 0; cs<0; ccs <+ 0;
for ic0.n—1do

Al ol ek j

if [sum| > |z]/]| then ¢ < (sum —t) +
else ¢ < (z[i| — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+c¢

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢;
else c « (c—t) + c¢s;
cs + b ces + ces + cc;

———— add(

return sum + cs + ccs

KahanSum
—
=
=
c
T
(]
wn
—— __init_() -> None rBD
) -> None ;5-
—> result() -> int | float =

g



Design der Klasse

® Dazu werden die Summenvariable sum und die Fehlerterme 1. und 2. Ordnung (cs

und ccs) addiert.

® Wir packen das in eine Methode result, die das Ergebnis liefern soll.

® Genaugenommen ist dieses ,entgiiltige” Ergebnis gar nicht so entgiiltig.

sum <+ 0; cs<0; ccs <+ 0;
for ic0.n—1do

Al ol ek j

if [sum| > |z]/]| then ¢ < (sum —t) +
else ¢ < (z[i| — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+c¢

if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢;
else c « (c—t) + c¢s;
cs + b ces + ces + cc;

———— add(

return sum + cs + ccs

KahanSum
—
=
=
c
T
(]
wn
—— __init_() -> None rBD
) -> None ;5-
—> result() -> int | float =

g



Design der Klasse

® Wir packen das in eine Methode result, die das Ergebnis liefern soll.
® Genaugenommen ist dieses ,entgiiltige” Ergebnis gar nicht so entgiiltig.
® Bei seiner Berechnung werden ja keine Attribute veradndert.

sum <+ 0; ¢cs+ 0; ccs <« 0;

for i €0.n — 1 do KahanSum ;
L SE IS T 5 o |
if [sum| > |z]/]| then ¢ < (sum —t) + =
else ¢ < (z[i| — t) + sum; =
sum < t; o
t <+ cs+c¢ e
if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢; — __init_ () -> None ?D
else c « (c—t) + c¢s; > add( ) -> None ;:'- ‘
CS = t, €CCS & CCS CCj . |
return sum + cs + (:j,:s' —> result() -> int | float &

(o] P R



Design der Klasse

® Genaugenommen ist dieses ,entgiiltige” Ergebnis gar nicht so entgiiltig.

® Bei seiner Berechnung werden ja keine Attribute verandert.

® Wir kénnten also einfach ein paar Zahlen mit add addieren, das Ergebnis mit result
abfragen, dann noch ein paar Zahlen dazuaddieren, dann das Ergebnis nochmal abfragen.

sum+4+0; cs+ 0; ccs+ 0;

for i€ 0.n—1do KahanSum 7
RS e 3 L |
if [sum| > |z]/]| then ¢ < (sum —t) + S
else ¢ < (z[i| — t) + sum; =
sum < t; o ‘
t <+ cs+c¢ v
if |cs| > |c| then cc « (¢es —t) + ¢; — __init_() -> None ?D :
else c « (c—t) + c¢s; o s Madd( ) -> None ;5_ !
cs <t ccs + ces + cc; . |
return sum + cs + (:::' —> result() -> int | float % |

g ey



Design der Klasse

® Bei seiner Berechnung werden ja keine Attribute verdndert.

® Wir konnten also einfach ein paar Zahlen mit add addieren, das Ergebnis mit result
abfragen, dann noch ein paar Zahlen dazuaddieren, dann das Ergebnis nochmal abfragen.

e Wir haben eine wirkliche laufende Summe.

sum+4+0; cs+ 0; ccs+ 0;

for i €0.n— 1 do KahanSum ?
L &Tsumsh 3 L |
if [sum| > |z]/]| then ¢ < (sum —t) + S
else ¢ < (z[i| — t) + sum; =
sum < t; o j
t <+ cs+c¢ L2 ]
if [cs| > |c| then cc + (¢s —t) + ¢; —— __init__() -> None ?D I
else ¢ « (c—t) + cs; o s Madd( ) -> None ;3!'_ 1
CS = t, €CCS & CCS CCj " |
return sum + cs + (:—(:' —> result() -> int | float &

g ey



Design der Klasse

® Wir konnten also einfach ein paar Zahlen mit add addieren, das Ergebnis mit result
abfragen, dann noch ein paar Zahlen dazuaddieren, dann das Ergebnis nochmal abfragen.

e Wir haben eine wirkliche laufende Summe.

® \Was wir noch nicht diskutiert haben, sind die Attribute unserer Klasse.

SUIM, — O' C8 O, Dy OY

for i €0.n — 1 do KahanSum |
t — sum + : ‘n-’r |
if \,‘»:'r| > ‘ | then ¢ «+ (\//;;r €y t) 4 5’. |
else ¢ « (z[i] —t) + sum; |
SUMmM — t’ g |
t<+ cs—+c; 3 |
if |cs| > |c| then cc « (¢s —t) + c; "~ init._() > None ?D |
T T ——— add( ) -> None %’
€S =t ccs «— ces + e . |
Sl it (‘:; — result() -> int | float &

e e L



Design der Klasse

® Wir haben eine wirkliche laufende Summe.

® \Was wir noch nicht diskutiert haben, sind die Attribute unserer Klasse.

e Wir brauchen Attribute fiir die Summe sum, den Fehlerterm erster Ordnung cs and den
Fehlerterm zweiter Ordnung ccs.

Sum O; CS O; CES 1< 0;

for i €0.n — 1 do KahanSum |
g ] o |
if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum —t) + =
elsece-( ——t)—l—,wmz; g' l
sum < t; g j
AT o
if |cs| > |c| then cc « (cs—t) + ¢ —— __init_() -> None 3
else ¢ « (c—¢t) +cs; L add( ) -> None ;5'
G ShiTaecs £ ets -k ida ) |
return sum + cs + (:—(:' —> result() -> int | float a |

g ey



Design der Klasse

® Was wir noch nicht diskutiert haben, sind die Attribute unserer Klasse.

e Wir brauchen Attribute fiir die Summe sum, den Fehlerterm erster Ordnung cs and den
Fehlerterm zweiter Ordnung ccs.

® Die Werte dieser Attribute andern sich wahrend der Summation, also sind sie nicht Final.

SUIM, — O' C8 O, Dy OY

for i €0.n — 1 do KahanSum |
t — sum + : ‘n-’r |
if \,‘»:'r| > ‘ | then ¢ «+ (\//;;r €y t) 4 5’. |
else ¢ « (z[i] —t) + sum; |
SUMmM — t’ g |
t<+ cs—+c; 3 |
if |cs| > |c| then cc « (¢s —t) + c; "~ init._() > None ?D |
T T ——— add( ) -> None %’
€S =t ccs «— ces + e . |
Sl it (‘:; — result() -> int | float &

e e L



Design der Klasse

e Wir brauchen Attribute fiir die Summe sum, den Fehlerterm erster Ordnung cs and den

Fehlerterm zweiter Ordnung ccs.

® Die Werte dieser Attribute andern sich wahrend der Summation, also sind sie nicht Final.

® Sie reprasentieren den internen Zustand unserer Summe.

sum 4 0; cs'<0; ces <« 0;
fori€0.n—1do
t + sum + 3
if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum —t) +
else ¢ « ( — t) + sum;
sum « t;
t<+ cs—+c;

if |cs| > |c| then cc « (¢s —t) + c;
else ¢ < (c—t) + cs;
€S =t ccs «— ces + e

———— add(

return sum + cs + ccs

KahanSum ;
-]
=
=
c
T
a
—— __init_() -> None rBD
) -> None ;:'-
—> result() -> int | float =

g



Design der Klasse

® Die Werte dieser Attribute andern sich wahrend der Summation, also sind sie nicht Final.

® Sie reprasentieren den internen Zustand unserer Summe.
® Sie sind bedeutungslos fiir jeden anderen, duBeren Kode.

Sum O; CS O; CES 1< 0;

for i € 0.n— 1 do KahanSum |

b ol ekl 3 o
if |sum| > |z[i]| then ¢ « (sum —t) + g
else C(—*( ——t)—l—,wmz; g—
sum < t; g
t.<¢s +'¢c; A
if [cs| > |c| then cc « (es — 1) + ¢ L __init_() -> None 3
Re Sploe ) oo L add( ) -> None S
C8 = Griaaees < CES.k (da) -

return sum + cs + (:—(:' —> result() -> int | float o

g



Design der Klasse

® Sje reprasentieren den internen Zustand unserer Summe.
® Sie sind bedeutungslos fiir jeden anderen, duBeren Kode.
® Wahrscheinlich kann niemand auRer uns ihre Bedeutung verstehen.

sum +=0; ¢cs40; «ccs+0;

for ic0.n—1do KahanSum 3
t — sum + A ‘g_,r .
if |sum| > |z[i]| then ¢ + (sum —t) + : =
else ¢ + (z[i] — t) + sum; =
sum < t; T |
t<+ cs—+c; 2 :
if |cs| > |c| then cc + (¢s —t) + c; — __init_ () -> None rab
else ¢ < (c—t) + cs; add( ) -> None 5 ‘
GEL3 T Iees i cts. ik 1da) i o |

[RR——— = a |
return sum + cs + ccs resu't() > int | float (7
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Design der Klasse

® Sie sind bedeutungslos fiir jeden anderen, duleren Kode.
® Wahrscheinlich kann niemand auBer uns ihre Bedeutung verstehen.
® Deshalb sollte auch niemand sie sehen oder gar verdndern kdnnen.

sum +=0; ¢cs40; «ccs+0;
for ic0.n—1do KahanSum 3
t — sum + A ¢°-'r |
if |sum| > |z[i]| then ¢ + (sum —t) + =
else ¢ + (z[i] — t) + sum; =
sum < t; T |
t<+ cs—+c; 2 :
if |cs| > |c| then cc + (¢s —t) + c; — __init_ () -> None rab
else ¢ < (c—t) + cs; add( ) -> None 5 ‘
cs + t; ccs & ces + cce; ) o |
[RR——— = a |
return sum + cs + ccs resu't() > int | float (7
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Design der Klasse

® Wahrscheinlich kann niemand auBer uns ihre Bedeutung verstehen.
® Deshalb sollte auch niemand sie sehen oder gar verdndern kdnnen.

® Denn dafiir gibt es ja keinen Grund.

sum +0; c¢s+ 0; ccs <+ 0;
for i €0.n — 1 do
b ol ekl 5
if [sum| > |z[i]| then ¢ < (sum —t) +
else ¢ « ( — t) + sum;
sum < t;
t <+ cs+c¢

if |cs| > |c| then cc « (¢s —t) + c;
else ¢ « (c—t) + ¢s;
cs 4 t; ces — ces + cc;

KahanSum

—— __init_() -> None

———— add(

—> result() -> int | float

return sum + cs + ccs

) -> None
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Design der Klasse

® Deshalb sollte auch niemand sie sehen oder gar verdndern kdnnen.

® Denn dafiir gibt es ja keinen Grund.
® Die Attribute sollten ,versteckt” sein.

sum +=0; ¢cs40; «ccs+0;
for i €0.n — 1 do

b ol ekl 5

if |sum| > | | then ¢ « (sum —t) +
else ¢ « ( — t) + sum;

sum < t;

t <+ cs+c¢

if |cs| > |c| then cc « (¢s —t) + c;
else ¢ + (c—t) + ¢s;
cs +— t; ces — ces + cc;

KahanSum

—— __init_() -> None

————— add(
—> result() -> int | float

return sum + cs + ccs

) -> None

spoyjaw [sajnquiie
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Design der Klasse

® Denn dafiir gibt es ja keinen Grund.
® Die Attribute sollten ,versteckt” sein.

® Anders als bei den Attributen x und y unserer Klasse Point, hat der Benutzer (ein anderer
Programmierer) keinen Grund, auf den (internen) Zustand unserer Summe zuzugreifen.

sum <+ 0; cs+0; ccs <+ 0;

for i €0.n — 1 do KahanSum |
g ] o |
if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum —t) + =
elsece-( ——t)—l—,wmz; g' l
sum < t; g j
AT o
if |cs| > |c| then cc « (cs—t) + ¢ —— __init_() -> None 3
else ¢ « (c—¢t) +cs; L add( ) -> None ;5'
88 F 1 alel & o6s - ol ) |
return sum + cs + (:—(:' —> result() -> int | float a

g ey



Design der Klasse

® Die Attribute sollten ,versteckt” sein.

® Anders als bei den Attributen x und y unserer Klasse Point, hat der Benutzer (ein anderer
Programmierer) keinen Grund, auf den (internen) Zustand unserer Summe zuzugreifen.

® Stattdessen sollte er mit unseren Objekten nur iiber die Methoden add und result
interagieren.

sum = 0; e8¢ 0; ‘ccs <+ 0;

for i €0.n — 1 do KahanSum |
t — sum + : ‘n-’r |
if \,‘»:'r| > ‘ | then ¢ «+ (\//;;r €y t) 4 5’. |
else ¢ « (z[i] —t) + sum; |
SUMmM — t’ g |
t<+ cs—+c; 3 |
if |cs| > |c| then cc « (¢s —t) + c; "~ init._() > None ?D |
T T ——— add( ) -> None %’
€S =t ccs «— ces + e . |
Sl it (‘:; — result() -> int | float &

g ey



Design der Klasse

Definition: (Vollstandige) Kapselung

Kapselung bedeutet, dass auf die Attribute eines Objekts nur durch seine Methoden zugegeriffen
wird.

sum +0; ¢s+0; ccs+0;

for i € 0.n— 1 do

t « sum 4+ z|7i);

if |sum| > |z[i]| then ¢ « (sum — t) + z[i];
else ¢ « (z[i] — t) + sum;
U=y

t <+ cs+c

if |cs| > |c| then cc « (¢s — t) + ¢; —> __init_() -> None

else ¢ « (¢ — 1) + cs; L——— add(value: int | float) -> None
cs + t; ccs « ces + cc; result() . | float

return sum + cs + ccs
T T e T e i —

KahanSum

spoyjaw |sajnquiie
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Design der Klasse

Definition: (Vollstandige) Kapselung

Kapselung bedeutet, dass auf die Attribute eines Objekts nur durch seine Methoden zugegeriffen |
wird. Unter vollsindiger Kapselung kénnen die Attribute eines Objekts nur durch seine Methoden m
gelesen oder verandert werden.

!
x
sum <+ 0; ¢s<0; ccs+ 0; *
for i €0.n—1do KahanSum :
t —'sum -+ 4 = =
if |sum| > |z|i]| then ¢ + (sum — t) + z|i}; S, :
else ¢ + (z[i] — t) + sum; = ;
ST o g
| t <+ cs+c 4 i
4 if |cs| > |c| then cc < (cs —t) + ¢; —> __init_() -> None ‘BD 5
else ¢ < (c—1t) + cs; L add(value: int | float) -> None S i
cs + t; ccs « ces + cc; . o
- ’ ——— 4 [=% &
return sum + cs + ccs result() -> int I float ] ;

e TE—— —— =
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Design der Klasse

Definition: (Vollstandige) Kapselung

Kapselung bedeutet, dass auf die Attribute eines Objekts nur durch seine Methoden zugegeriffen |
wird. Unter vollsindiger Kapselung kénnen die Attribute eines Objekts nur durch seine Methoden iﬁf
gelesen oder verandert werden. Kapselung erlaubt es daher Programmierern, sicherzustellen, dass
der Zustand von Objekten nur einer konsistenten und korrekten Art und Weise verdndert werden t
kann.

sum <+ 0; ¢s<0; ccs+ 0;

i
for i € 0.n — 1 do KahanSum i
t —'sum -+ : [ 5
if |sum| > |z[i]| then ¢ « (sum — t) + z[i; =5 x
else ¢ + ( — t) + sum; = 5
sum + t; o |
t <+ cs+c A
if |cs| > |c| then cc + (cs —t) +¢; — __init_ () -> None 3
else c + (c—t) + cs; L——— add(value: int | float) -> None ;:"-
¢S  t; lccs « ces Hce; .
return ’sum +ics + c—c’—s ’ —> result() -> int | float Y

s e F—— pr—e R EE——— - -
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Design der Klasse

® Anders als bei den Attributen x und y unserer Klasse Point, hat der Benutzer (ein anderer
Programmierer) keinen Grund, auf den (internen) Zustand unserer Summe zuzugreifen.

® Stattdessen sollte er mit unseren Objekten nur iiber die Methoden add und result
interagieren.

Sum O; CS O; CES 1< 0;

for i €0.n — 1 do KahanSum |
g ] o |
if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum —t) + =
elsece-( ——t)—l—,wmz; g' l
sum < t; g j
AT o
if |cs| > |c| then cc « (cs—t) + ¢ —— __init_() -> None 3
else ¢ « (c—¢t) +cs; L add( ) -> None ;5'
G ShiTaecs £ ets -k ida ) |
return sum + cs + (:—(:' —> result() -> int | float a
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Design der Klasse

® Anders als bei den Attributen x und y unserer Klasse Point, hat der Benutzer (ein anderer
Programmierer) keinen Grund, auf den (internen) Zustand unserer Summe zuzugreifen.

® Stattdessen sollte er mit unseren Objekten nur iiber die Methoden add und result
interagieren.

® Wir wollen unsere Objekte vollstandig kapseln.

sum = 0; e8¢ 0; ‘ccs <+ 0;

for i €0.n — 1 do KahanSum |
t — sum + : ‘n-’r |
if \,‘»:'r| > ‘ | then ¢ «+ (\//;;r €y t) 4 5’. |
else ¢ « (z[i] —t) + sum; |
SUMmM — t’ g |
t<+ cs—+c; 3 |
if |cs| > |c| then cc « (¢s —t) + c; "~ init._() > None ?D |
T T ——— add( ) -> None %’
€S =t ccs «— ces + e . |
Sl it (‘:; — result() -> int | float &

g ey



Design der Klasse

® Stattdessen sollte er mit unseren Objekten nur iiber die Methoden add und result
interagieren.

® Wir wollen unsere Objekte vollstindig kapseln.
e Wir erstellen drei Attribute

Cs und __CcCs.

__sum, __
sum 4 0; s 0; ccs < 0 =—— i
for i €0.n — 1 do KahanSum
Foad G Ak sum: int | float & |

if |sum| > | | then ¢ « (sum —t) + —n f = 2

else ¢ + ( — t) + sum; _cs:int | float g ? g

sum < t; _ ccs: int | float o |

t <+ cs+ Gy Y I TS ] - ‘ S

if |cs| > |c| then cc « (cs —t) +¢; —— __init_ () -> None 3

else ¢ + (c—t) + ¢s; L . add( ) -> None & ; &

cs —t; ces — ces + cc; ) o | 4

' ' - [~ »

return sum + cs + ccs I result() -> int | float w ] f

e S| § W Iy < e KRR a5 e N e ———



Design der Klasse

e Wir wollen unsere Objekte vollstandig kapseln.
o Wir erstellen drei Attribute __sum, __cs und __ccs.

® Die Namen stammen aus dem Algorithmus, aber sehen Sie die beiden Unterstriche jeweils

am Anfang?
sum < 0; s 0; ccs + 0  m—— i
for i€ 0.n—1do KahanSum |
e G sum: int | float & |
if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum —t) + e . fl =1 | :
else ¢ «+ ( - t) + sum,; _Gs: int I oat g ; g
Sum. < t; _ ccs: int | float B
L — h
if |cs| > |c| then cc « (cs —t) + c; —— __init_() -> None 3
| et L add( ) -> None 5 | ;
cs —t; ces — ces + cc; ; o |
' ' - Q| »
return sum + cs + ccs I result() -> int | float w »': f
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Design der Klasse

Gute Praxis

Namen von Attributen oder Methoden, die mit einem doppelten Unterstrich beginnen (__) W
miissen als privat betrachtet werden®8:%%. |

sum <« 0; ¢s+0; ccs+0;

for i €0.n — 1 do KahanSum
fol i 2l sum: int | float = :
if |sum| > |z[i]| then ¢ « (sum — t) + z[i; — fl = :
else ¢ « (z[i] — t) + sum; _cs: int | float = §
sum 4 t; __ccs: int | float o
-_— w0

| t+ cs+c;

f if |cs| > |c| then cc « (¢s — t) + ¢; —> __init_() -> None ‘ED 5
else c  (c—1t) + cs; L———— add(value: int | float) -> None S »:
cs  t; ccs « ces + cc; It() -> int | float g_ Lr
return sum + cs + ccs I result() -> int | floa 2 2




Design der Klasse

Gute Praxis

Namen von Attributen oder Methoden, die mit einem doppelten Unterstrich beginnen (__) I
miissen als privat betrachtet werden®®:? Auf sie sollte nicht von auRerhalb der Klasse zugegriffen |
werden.

sum <+ 0; ¢s<0; ccs+ 0;

I
for i €0.n — 1 do KahanSum i
fol i 2l __sum: int | float = :
if |sum| > |z[i]| then ¢ « (sum — t) + z[i; i f = >
else ¢ « (z[i] — t) + sum; _cs: int | float g | ;
sum <= t; _ ccs: int | float o 5
| VT e 4O < 5
: if [cs| > |c| then cc « (¢s —t) + ¢; —> __init_() -> None ‘ED 5
else ¢ + (C — t) + cs; | , add( ) -> None S: ‘:
cs « t;  cecs + ces + cc; ) o
; ; y a S
return sum + cs + ccs I result() -> int | float @ | 2
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Design der Klasse

Gute Praxis

Namen von Attributen oder Methoden, die mit einem doppelten Unterstrich beginnen (__)
miissen als privat betrachtet werden®®:? Auf sie sollte nicht von auRerhalb der Klasse zugegriffen
werden. Alle internen Attribute und Methoden einer Klasse sollte nicht von aulen zuganglich sein
und sollten deshalb nach dieser Konvention benannt werden, mit einem doppelten Unterstrich

als Prafix.

,w/m‘e 0; s« 0; ccs+0; KahanSum i
for i €0.n—1do |
’ , il

Al _sum: int | float o

if |sum| > | | then ¢ « (sum —t) + . i - = f :

else ¢ < ( — t) + sum; _Cs: int I oat g ‘ 5

sum < t; __ccs: int | float o E g

t cs+c; L

if |cs| > |c| then cc + (¢s — t) + ¢; —— __init_ () -> None ‘SD ’ 5

else ¢ + (¢ —t) + cs; b i R o (. ) -> None & : ‘n

cs <t ces +— ces + cc; . o | ?

; ] g Q|

return sum + cs + ccs I result() -> int | float o 3

|
|
|
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Design der Klasse

o Wir erstellen drei Attribute __sum,

® Die Namen stammen aus dem Algorithmus, aber sehen Sie die beiden Unterstriche jeweils

am Anfang?

e Mit anderen Worten, niemand sollte von AuBen auf __sum, __cs oder __

__cs und __ccs.

sum 4+ 0; c¢s+ 0; ccs <+ 0;

for i€ 0.n—1do

else ¢ + (c—t) + cs;

return sum + c¢s + ccs

t + sum + ]

if [sum| > |z[i]| then ¢ « (sum —t) +
else c(—( —t)-l—m///!/;

sum < t;

t<+ cs—+c;

if |cs| > |c| then cc « (¢s —t) + c;

cs +— t; ces — ces + e

CCS.
KahanSum ;
__sum: int | float & |
_cs: int | float g i
c |
__ccs: int | float o
wn
—— __init_() -> None ?n
———— add( ) -> None &
&

_—> result() -> int | float

ol TR TR




Design der Klasse

® Die Namen stammen aus dem Algorithmus, aber sehen Sie die beiden Unterstriche jeweils
am Anfang?

® Mit anderen Worten, niemand sollte von Aufen auf __sum, __cs oder __ccs.

® Wie alle solche Dinge in Python wird das natiirlich nicht vom Interpreter erzwungen. ..

sum +=0; ¢cs40; «ccs+0; i
for ic0.n—1do KahanSum
B RN sum: int | float & |

if |sum| > | | then ¢ « (sum —t) + — q a, |
else ¢ + (z[i] — t) + sum; _cs:int | float = ?
sum < t; __ccs: int | float D |

t <+ cs+c¢ L .

if |cs| > |c| then cc + (¢s —t) + c; —— __init__() -> None ‘BD §
else ¢ « (c—1t) + cs; L add( ) -> None 5 |

cs +— t; cecs + ces + ce; ; o |

) ! > . a |

return sum + cs + ccs result() -> int l float V’ A'v




Design der Klasse

o Mit anderen Worten, niemand sollte von AuRen auf __sum, __cs oder __ccs.
® Wie alle solche Dinge in Python wird das natiirlich nicht vom Interpreter erzwungen. ..

® . .es ist also kein absoluter Schutz unserer Attribute.

SUilliss O; Ghlca O; CES 1< 0; e i
for i €0.n — 1 do KahanSum ;
e o n il sum: int | float & |

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum —t) + e . fl =1 | :

else ¢ + (z[i] — t) + sum; _cs: int | float = ; .

sum < t; _Ccs: int I float E ‘ “

£ ids e el

if |cs| > |c| then cc « (cs —t) + c; —— __init_() -> None 3

else ¢ + (c—t) + ¢s; o s Madd( ) -> None g. 5 S

88 F 1 alel & o6s - ol N |

' ' - Q| »

return sum + cs + ccs I [E=uIt0 > Int[fegs w f
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Design der Klasse

® Wie alle solche Dinge in Python wird das natiirlich nicht vom Interpreter erzwungen. ..
® . .es ist also kein absoluter Schutz unserer Attribute.

® Esist nur ein sehr klarer Hinweis an andere Programmierer, dass sie da die Finger von
lassen sollen.

sum +0; cs+0; ccs <+ 0;

£

for ic0.n—1do LT

b T sum: int | float & |
if w///1| 0 ‘ | then ¢ + (.su/u — t) + .y - A 3, | 3
else ¢ «+ ( - t) + sum; —Gs: int [ oat g ? %
sum < t; __ccs: int | float o §
t < cs+c 2 .
if |cs| > |c| then cc + (¢s —t) + c; —— __init_() -> None ?n I
| et L add( ) -> None 5 | ;
88 F 1 alel & o6s - ol ; o |
' ' - Q| »
return sum + cs + ccs = result() -> int | float w0 A!’ }
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Warum als Klasse?
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:

@ Wir hatten den Algorithmus als einfache Funktion, die auf ein Iterable von Zahlen
angewandt wird, implementieren kénnen.
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Warum als Klasse? !

e Wir hatten den Algorithmus als einfache Funktion, die auf ein Iterable von Zahlen
angewandt wird, implementieren kénnen.
.

® Das ware wohl die ,natiirlichste” Art gewesen, ihn zu implementieren.
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. Warum als Klasse? ‘

e Wir hatten den Algorithmus als einfache Funktion, die auf ein Iterable von Zahlen
angewandt wird, implementieren kénnen.

o

1

® Das ware wohl die ,natiirlichste” Art gewesen, ihn zu implementieren.

® Wir haben aber das Klassen-basierte Design gewahlt, weil es uns grolere Flexibilitat gibt.
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Warum als Klasse?

e Wir hatten den Algorithmus als einfache Funktion, die auf ein Iterable von Zahlen
angewandt wird, implementieren kénnen.

® Das ware wohl die ,natiirlichste” Art gewesen, ihn zu implementieren.
® Wir haben aber das Klassen-basierte Design gewahlt, weil es uns groRere Flexibilitat gibt.

® Wir kdnnen damit natiirlich trotzdem iiber Sequenzen von Zahlen summieren.
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Warum als Klasse?
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Warum als Klasse?

e Wir hatten den Algorithmus als einfache Funktion, die auf ein Iterable von Zahlen
angewandt wird, implementieren kénnen.

® Das ware wohl die ,natiirlichste” Art gewesen, ihn zu implementieren.
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Warum als Klasse?

e Wir hatten den Algorithmus als einfache Funktion, die auf ein Iterable von Zahlen
angewandt wird, implementieren kénnen.

® Das ware wohl die ,natiirlichste” Art gewesen, ihn zu implementieren.

® Wir haben aber das Klassen-basierte Design gewahlt, weil es uns groRere Flexibilitat gibt.
® Wir kdnnen damit natiirlich trotzdem iiber Sequenzen von Zahlen summieren.

® Wir konnen aber eben auch anders summieren.

® Wir kénnen Zwischenergebnisse abfragen.

® Wir kénnen auch mehrere KahanSum-Objekte auf einmal verwenden.

® \Wenn wir z. B. einen Datenstrom haben, dann konnten wir zwei Instanzen von KahanSum
verwenden, um die Zahlen (in dereinen) zu addieren und um deren Quadrate
aufzusummieren (in der anderen Instanz), was durchaus niitzlich seien kann, wenn wir z. B.
die Sample-Varianz bestimmen wollen.



Kahan-Summe: Implementation

® |mplementieren wir diesen
Algorithmus nun also.

. Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe

S osum +— 0; cs+ 0; ccs <+ 0;
for i €0.n—1do
t + sum + z[i];
if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ < (z[i] — t) + sum;
sum < t;
t+ cs+c;
if |cs| > |c| then cc < (¢s —t) + ¢;
else ¢ « (¢ —t) + cs;
cs «— t; ccs < ccs+ ce;
return sum + cs + ccs




K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

. >>> kahan_sum = KahanSum()
® Eine neue Instanz von KahanSum > G i [, 4, 40, =, <ol
>>> kahan_sum.result ()

beginnt mit allen ihren drei o
Summenattributen auf 0 gesetzt, was
im Initialisierer __init__ passiert. e Smaani-ess FfSrm-PIPRe L s 5 Kok,

S

def __init__(self) -> Nome:
"nnCreate the summation object. """
. - - (0 Ry oy o, Ao G IO i Gl
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floav | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — 0' ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t < sum + :L'[’L], Add a value to the sum.

W

LN A e

:paran value: the value to add

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.

else (& — (.’17 [Z] — t) _I_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
' c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value) =
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak. ) -
SuUm <— t, =t # Store the new sum value. E

: float = self.__cs # the current Ist-order correction

t < cs+ e © = s +c # Compute the mew first-order correction term. =
' cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c) :

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term =
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

Slseex= (C o t) + cs; def result(self) -> imt | float: 3

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (6 D G SN 68 S0 GrriHn i

return sum + cs + CCS ;:?tur“‘ the current result of the summation

return self.

(0 LR

__sum + self.__cs + self.__ccs

e 7
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Kahan-Summe: Implementation

® Wir implementieren zuerst die
Methode add.

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe

sum < 0;
fori€0.n—1do

cs < 0: ccs < 0:;

t < sum + z[i];

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ + (z[i] — t) + sum;

sum < t;

t+ cs+ ¢

if |cs| > |c| then cc + (es—t) + ¢;

else ¢ < (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce;

return sum + cs + ccs

The second-order Kahan-Babuska-Neumaier-Summation by Klein

[1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607 -005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum()

>>> for xi in [le18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:
.. kahan_sum.add (xi)

>>> kahan_sum.result ()

1.0

class KahanSum:

"“"The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

def __init__(self) -> Nome:
""iCreate the summation object."""
#: the running sum, an internal variable invisible from outside
self.__sum: float | int = 0
#: the first correction term, another internal wariable
self.__cs: float | int = 0
#: the second correction term, another internal variable
self.__ccs: float | int = 0

def add(self, value: int | float) -> None:

Add a value to the sum.

:paran value: the value to add

s: int | float = self.__sum # Get the current running sum.
t: int | float = s + value # Compute the new sum value
c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
self.__sum = t # Store the new sum value.
cs: | float = self.__cs # the current Ist-order correction
t = cs +c # Compute the mew first-order correction term.
cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)
else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak
self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

def result(self) -> int | float:

Get the current result of the summation
:return: the current result of the summation

sum + self.__cs + self.

return self.
- o S S ——

=

e i -
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Kahan-Summe: Implementation

® Wir implementieren zuerst die
Methode add.

® Diese entspricht dem Koper der
Schleife im Algorithmus.

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe

sum <+ 0; s+ 0; ccs <+ 0;
fori€0.n—1do

t + sum + z[i];

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

else ¢ + (z[i] — t) + sum;

sum < t;

t+ cs+ ¢

if |cs| > |c| then cc + (es—t) + ¢;
else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce;

return sum + cs + ccs

e 7

The second-order Kahan-Babuska-Neumaier-Summation by Klein

[1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum()

>>> for xi in [le18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:
. kahan_sum.add (xi)

>>> kahan_sum.result ()

1.0

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

def __init__(self) -> Nome:

""iCreate the summation object."""

#: the running sum, an internal variable invisible from outside

self.__sum: float | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0
#: the second correction term, another internal variable
self.__ccs: float | int = 0

def add(self, value: int | float) -> None:

Add a value to the sum.

:paran value: the value to add

s: int | float = self.__sum # Get the current running sum.
t: int | float = s + value # Compute the new sum value
c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
=t # Store the new sum value.
8 float = self.__cs # the current Ist-order correction
t = cs +c # Compute the mew first-order correction term.
cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)
else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak
self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

def result(self) -> int | float:

Get the current result of the summation

:return: the current result of the summation

return self.__sum + self.__

S
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K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

. ) . >>> kahan_sum = KahanSum()
® Diese entspricht dem Koper der 9 oz £ 1 [0 4y 40, =4, =Aolls
>>> kahan_sum.result ()

Schleife im Algorithmus. o

class KahanSum:

® |m Algorithmus wird in jeder Iteration
ein Wert x[i] Zur Summe addiert. The second-order Kahan-Babufka-Neumaier sum by Klein. b

def __init__(self) -> Nome:

""iCreate the summation object."""
#: the running sum, an internal variable invisible from outside

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floac | int = 0

#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — O' ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t < sum + :L'[’L], Add a value to the sum.

W

LN A e

:paran value: the value to add

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.

else (E (.’17 [Z] — t) _|_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
' c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value) -
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak. ) -
sum < t; =% o oo Hhe foD G e s

H float = self.__cs # the current Ist-order correction

t < ¢S + = t =cs + c # Compute the new first-order correction term. E
' cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c) :

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term =
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

Slseex= (C o t) + cs; def result(self) -> imt | float: 3

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (6 S0 G SN (8 0 GErriHn i

return sum + cs + CCS ;:?tur“‘ the current result of the summation

return self.

(0 LR

__sum + self.__cs + self.__ccs

e 7




K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuska-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

- >>> kahan_sum = KahanSum ()
° >>> f [1e18, 1, 1e36, 1e36, 1e18]:
Unsere Methode add hat dafiir den 0 o £ T [y 8o Ao AR, =0
>>> kahan_sum.result ()

Parameter value, mit dem Wert den a0
wir zur Summe addieren wollen.

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

S

def __init__(self) -> Nome:
"nnCreate the summation object. """
= x = #: the running sum, an internal variable invisible from outside
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floac | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — 0v ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t <~ sum _|_ Z'[Z], Add a value to the sum. 3%
if |sum| Z |ZL"[Z]| then ¢ — (sum = t) +51?[Z], iparam value: the value to add !
:

W
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s: int | float
I R e m: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
else c (I[Z] t) + SU 4 c: int | fleat = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
=t # Store the new sum value.

self.__sum # Get the current running sum.

sum < t;
H float = self.__cs # the current lst-order correction
t +— ¢S + c; t = cs + c # Compute the new first-order correction term.

cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce; @6 S0 G SN 68 S0 GErriHn i

return sum + cs + CCS ‘:‘:iturn‘ the current result of the summation

return self.

U

def result(self) -> int | float: &

sum + self.__

e 7
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Kahan-Summe: Implementation

® Wir miissen also nur den
Schleifenkérper vom Algorithmus in
die Methode add iibertragen.

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe

sum <+ 0; s+ 0; ccs <+ 0;
fori€0.n—1do

t + sum + z[i];

else ¢ < (z[i] — t) + sum;

sum $— t;

t+ cs+ ¢

if |cs| > |c| then cc + (es—t) + ¢;
else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs + ccs+ ce;

return sum + cs + ccs

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

e 7

The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein

[1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum()

>>> for xi in [le18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:
. kahan_sum.add (xi)

>>> kahan_sum.result ()

1.0

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

def __init__(self) -> Nome:

""iCreate the summation object."""

#: the running sum, an internal variable invisible from outside

self.__sum: float | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0
#: the second correction term, another internal variable
self.__ccs: float | int = 0

def add(self, value: int | float) -> None:

Add a value to the sum.

:paran value: the value to add

s: int | float = self.__sum # Get the current running sum.
t: int | float = s + value # Compute the new sum value
c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
=t # Store the new sum value.
8 float = self.__cs # the current Ist-order correction
t = cs +c # Compute the mew first-order correction term.
cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)
else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak
self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

def result(self) -> int | float:

Get the current result of the summation

:return: the current result of the summation

return self.__sum + self.__
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K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuska-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607 -005-0139-x

) ) >>> kahan_sum = KahanSum()
® Dabei ersetzen wir sum, cs, ccs und e e
>>> kahan_sum.result ()

z[i] mit self.__sum, self.__cs, s
self.__ccs und value.

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

e

def __init__(self) -> Nome:
""iCreate the summation object."""
#: the running sum, an internal variable invisible from outside

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floac | int = 0

#: the first correction term, another internal variable

self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — 0v ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t +— sum —|— :L'[’L], Add a value to the sum.
, if |Sum| Z |$[Z]| then ¢ « (Sum = t) EE m[l], iparam value: the value to add

e i -

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.
else (E (.’17 [Z] — t) _|_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
5 4 c: int | fleat = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
sSum <— t, self.__sum = t # Store the new sum value.
csi | float = self.__cs # the current ist-order correction
t < ¢S + = t =cs + c # Compute the new first-order correction term.
' cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)

= else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak
If |CS| == |C| then CC $— (CS = t) + @&, self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
— self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs; -

def result(self) -> int | float:

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (5 oo GrEsemS Sl oF (ho Crmmpdien
return sum + cS + ccs :return: the current result of the summation

return self.__sum + self.__cs + self.

o S S ——




The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein

Kahan-Summe: Implementation

[1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607 -005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum ()

® Wir schreiben die Verbesserung von > G el I [, fy A, <A, <Ol

kahan_sum.add (xi)

Neumaier® als ein inline b T
if...else-Statement.

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

e

def __init__(self) -> Nome:
""iCreate the summation object."""
#: the running sum, an internal variable invisible from outside

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floav | int = 0

#: the first correction term, another internal variable

self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sSum — OY S OY ccs — 0v ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t — sum —|— :L'[’L], Add a value to the sum.
, if |Sum| Z |$[Z]| then ¢ « (Sum = t) EE m[l], iparam value: the value to add

e i -

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.
else (E— (.’17 [Z] — t) _|_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
5 4 c: int | fleat = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
sSum <— t, self.__sum = t # Store the new sum value.
cs: | float = self.__cs # the current 1st-order correction
t < ¢S + = t =cs + c # Compute the new first-order correction term.
' cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)

= else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak
If |CS| == |C| then CC $+— (CS = t) + @&, self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
— self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs; -

def result(self) -> int | float:

cs «— t; ccs + ccs+ ce; (e oo GrEsems Sl oF (ho Crmmedien
return sum + cS + ccs :return: the current result of the summation

return self.__sum + self.__cs + self.

o S S ——




K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum()

Y Um den AbsolUtWert |a| einer Zahl a >>> for xi in [lel8, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:

.. kahan_sum.add (xi)
>>> kahan_sum.result ()

zu berechnen, kénnen wir Python's o
Funktion abs verwenden.

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

S

def __init__(self) -> Nomne:
"nnCreate the summation object. """

" x = #: the running sum, an internal variable invisible from outside
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floac | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

o s - #: the second correction term, another internal variable

sum <+ 0; s+ 0; ccs <+ 0;

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t <~ sum _|_ Z'[Z], Add a value to the sum. 3%
if |sum| Z |ZL"[Z]| then ¢ — (sum = t) +51?[Z], iparam value: the value to add !
:

W
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s: int | float
I R e m: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
else c (I[Z] t) + SUu 4 c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
sum = t # Store the new sum value.

self.__sum # Get the current running sum.

sum < t; sel.
| float = self.__cs # the current Ist-order correction

t <+ ¢S + c; t = cs + c # Compute the new first-order correction term.

cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)

. else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak
If |CS| == |C| then CC $+— (CS = t) + @&, self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
— self.__ccs += cc # Update the second-order correction
else ¢ « (¢ —t) + cs;
cs «— t; ccs < ccs+ ce; (6 S0 G SN (8 0 GErriHn i
return sum + cs + ccs ireturn: the curremt result of the summation

return self.

U

def result(self) -> int | float: &

sum + self. _

e 7




K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

_ >>> kahan_sum = KahanSum()
® Um den Absolutwert |a| einer Zahl a e Sorm ey O
>>> kahan_sum.result ()

zu berechnen, kénnen wir Python's o
Funktion abs verwenden.

L}

class KahanSum:
Y """The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""
® Und das war's auch schon. i
def __init__(self) -> Nomne:
"nnCreate the summation object. """
" x = #: the running sum, an internal variable invisible from outside
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe seif.__sun: floac | in = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — O' ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t < sum + :L'[’L], Add a value to the sum.

W
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:paran value: the value to add

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.

else (E (.’17 [Z] — t) _|_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
' c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value) -
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak. ) -
sum < t; =% o oo Hhe foD G e s

H float = self.__cs # the current Ist-order correction

t < ¢S + = t =cs + c # Compute the new first-order correction term. E
' cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c) :

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term =
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs; v

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (5 oo GrEsemS Sl oF (ho Crmmpdien

return sum + cs + ccs ‘:‘:fturn‘ the current result of the summation

return self.

(0 LR

result(self) -> int | float: ¥

sum + self.__cs + self.__ccs

e 7




K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

i . ) ) . >>> kahan_sum = KahanSum()
® Es gibt nichts im Schleifenkérper vom D O O ey 0 o SECFERk:
>>> kahan_sum.result ()

Algorithmus, das wir nicht mehr oder a0
weniger direkt in Python-Kode
tibertragen kénnen. it e [ERrm PO TOmrees o () FicHn, o0

def __init__(self) -> Nome:
"nnCreate the summation object. """
. - - (0 Ry oy o, Ao G IO i Gl
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floav | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — 0' ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t < sum + :L'[’L], Add a value to the sum.

S

W
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:paran value: the value to add

if |sum| > |z[7]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.

else (& — (.’17 [Z] — t) _I_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
' c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value) =
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak. ) -
sSum <— t, =t # Store the new sum value. E

: float = self.__cs # the current Ist-order correction

t < cs -+ e © s +c # Compute the mew first-order correction term. =
' cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c) :

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term =
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

Slseex= (C o t) + cs; def result(self) -> imt | float: 3

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (6 D G SN (8 S0 CErriHn i

return sum + cs + CCS ;:?tur“‘ the current result of the summation

return self.

(0 LR

sum + self.__cs + self.__ccs
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K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuska-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

. . ) ) >>> kahan_sum = KahanSum ()
® Wir kénnen nun die letzte Zeile des 258 ey B8, 0 By S0 oo <000 cAcLile
>>> kahan_sum.result ()

Algorithmus, die das Endergebnis der o
Summe liefert, in die neue Methode
result packen. D rfl-Ea(? ALy -CrNPnlhirmi(s o By fEoin, o0

def __init__(self) -> None:
"nnCreate the summation object. """
. - - i (0 Ry oy o, Ao G IO i Gl
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floac | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — O' ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t < sum + :L'[’L], Add a value to the sum.

S

W
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:paran value: the value to add

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.

else (E (.’17 [Z] — t) _|_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
' c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value) -
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak. ) -
sum < t; =% o oo Hhe fo G e s

H float = self.__cs # the current Ist-order correction

t < ¢S + = t =cs + c # Compute the new first-order correction term. E
' cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c) :

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term =
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (6 D G SN (8 S0 CErriHn L

return sum + cs + CCS ‘:‘:iturn‘ the current result of the summation

return self.

(0 LR

def result(self) -> int | float: o

sum + self.__cs + self.__ccs

e 7




K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

I . N . . >>> kahan_sum = KahanSum()

® Natiirlich wird diese auf die Attributes > G el I [, fy A, <A, <Ol
.. ahan_sum.add (xi)
>>> kahan_sum.result ()

self.__sum, self.__cs und a0
self.__ccs anstelle von sum, cs
und ccs zugreifen. R S

def __init__(self) -> Nome:

""iCreate the summation object."""

S

#: the running sum, an internal variable invisible from outside

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floac | int = 0

#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — 0v ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t <~ sum _|_ Z'[Z], Add a value to the sum. 3%
if |sum| Z |ZL"[Z]| then ¢ — (sum = t) +51?[Z], iparam value: the value to add !
:

W
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s: int | float
I R e m: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
else c (I[Z] t) + SU 4 c: int | fleat = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
=t # Store the new sum value.

self.__sum # Get the current running sum.

sum $— t;
float = self.__cs # the current Ist-order correction

t <+ ¢S + c; t = cs + c # Compute the new first-order correction term.

cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC*= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs + ccs+ ce; @6 D G SN 68 0 GErriHn i

return sum + cs + CCS ‘:‘:iturn‘ the current result of the summation

return self.

U

def result(self) -> int | float: &

sum + self.__

e 7
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Kahan-Summe: Implementation

® Und damit ist das fertig.

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe

sum <+ 0; s+ 0; ccs <+ 0;
fori€0.n—1do
t < sum + z[i;

else ¢ « (z[i] — t) + sum;
sum < t;
t < cs+c;

else ¢ < (¢ —t) + cs;
cs «— t; ccs < ccs+ ce;
return sum + cs + ccs

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

if [cs| > |c| then cc < (es —t) +

The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein

[1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607 -005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum()

>>> for xi in [1el8, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:
.. kahan_sum.add (xi)

>>> kahan_sum.result ()

1.0

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

PN e

def __init__(self) -> Nome:
""iCreate the summation object."""
#: the running sum, an internal variable invisible from outside
self.__sum: float | int = 0
#: the first correction term, another internal wariable
self.__cs: float | int = 0
#: the second correction term, another internal variable
self.__ccs: float | int = 0

e i -

def add(self, value: int | float) -> None:

Add a value to the sum.

:paran value: the value to add

s: int | float = self.__sum # Cet the current running sum.
t: int | float = s + value # Compute the new sum value
c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
self.__sum = t # Store the new sum value.
cs: | float = self.__cs # the current Ist-order correction
t = cs +c # Compute the new first-order correction term.
cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c) =
else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak =
self.__cs = t # Store the updated first-order correction term -
self.__ccs += cc # Update the second-order correction g
def result(self) -> int | float: #

Get the current result of the summation

ireturn: the current result of the summation

return self.__sum + self.__cs + self.__ccs
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K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

X i ) >>> kahan_sum = KahanSum()
[ ] f >>> for xi in [lel8, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:
Und damit ist das fertig. D s e et
>>> kahan_sum.result ()
1.0

® \Wir haben einen relativ komplexen
mathematischen Algorithmus in ein ass Kamansun:
Stuck Python_Kode ubersetzt. The second-order Kahan-Babufka-Neumaier sum by Klein. l:_.

def __init__(self) -> Nome:

"nnCreate the summation object. """
" x = #: the running sum, an internal variable invisible from outside
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floac | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — O' ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t < sum + :L'[’L], Add a value to the sum.

W
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:paran value: the value to add

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.

else (E (.’17 [Z] — t) _|_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
' c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value) -
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak. ) -
sum $— t; =% o oo Hhe fo G e s

H float = self.__cs # the current Ist-order correction

t < ¢S + = t =cs + c # Compute the new first-order correction term. E
' cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c) :

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC*= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term =
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

Slseex= (C o t) + cs; def result(self) -> imt | float: 3

cs «— t; ccs < ccs+ ce; @6 S0 G SN (8 0 CErriHn i

return sum + cs + CCS ;:?tur“‘ the current result of the summation

return self.

(0 LR

sum + self.__cs + self.__ccs

e 7




K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum()

° er haben einen monolithischen >>> for xi in [le18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:

.. kahan_sum.add (xi)
>>> kahan_sum.result ()

Algorithmus in eine API verpackt, die o
iterativ aufgerufen werden kann.

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

S

def __init__(self) -> None:
"nnCreate the summation object. """
= x = #: the running sum, an internal variable invisible from outside
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floac | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum +— OY S OY ccs — 0v ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t <~ sum _|_ Z'[Z], Add a value to the sum. 3%
if |sum| Z |ZL"[Z]| then ¢ — (sum = t) +51?[Z], iparam value: the value to add !
:

W
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s: int | float
I R e m: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
else c (I[Z] t) + SU 4 c: int | fleat = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
=t # Store the new sum value.

self.__sum # Get the current running sum.

sum $— t;
H float = self.__cs # the current lst-order correction
t <+ ¢S + c; t = cs + c # Compute the new first-order correction term.

cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (6 S0 G SN (8 0 GErriHn i

return sum + cs + CCS ‘:‘:iturn‘ the current result of the summation

return self.

U

def result(self) -> int | float: &

sum + self.__

e 7




K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

= . . . >>> kahan_sum = KahanSum()
® Wir haben einen monolithischen 9 oz £ 1 [0 4y 40, =4, =Aolls
>>> kahan_sum.result ()

Algorithmus in eine API verpackt, die o
iterativ aufgerufen werden kann.

class KahanSum:
. . ? """The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein.""" |
® Aber funktioniert er auch? 8
def __init__(self) -> None:
"nnCreate the summation object. """
- - - 0o 0 Gty 6 C (EREE Caeio (oD i (i
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe sef.__sun: floac | in = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum +— OY S OY ccs — O' ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t < sum + :L'[’L], Add a value to the sum.

W
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:paran value: the value to add

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.

else (E (.’17 [Z] — t) _|_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
' c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value) -
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak. ) -
sum $— t; =% o oo Hhe foD G e s

H float = self.__cs # the current Ist-order correction

t < ¢S + = t =cs + c # Compute the new first-order correction term. E
' cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c) :

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term =
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (6 S0 G SN (8 0 GErriHn L

return sum + cs + CCS ‘:‘:iturn‘ the current result of the summation

return self.

(0 LR

def result(self) -> int | float: o

sum + self.__cs + self.__ccs

e 7
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Kahan-Summe: Implementation

® Aber funktioniert er auch?

® \Wir platzieren erstmal einen Doctest

in den Docstring des Moduls.

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe

sum <+ 0; s+ 0; ccs <+ 0;
fori€0.n—1do
t + sum + z[i];

else ¢ « (z[i] — t) + sum;

sum $— t;

t+ cs+ ¢

if |cs| > |c| then cc + (es—t) + ¢;
else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce;

return sum + cs + ccs

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

e 7

The second-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein

[1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum()

>>> for xi in [le18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:
. kahan_sum.add (xi)

>>> kahan_sum.result ()

1.0

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

def __init__(self) -> Nome:

""iCreate the summation object."""

#: the running sum, an internal variable invisible from outside

self.__sum: float | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0
#: the second correction term, another internal variable
self.__ccs: float | int = 0

def add(self, value: int | float) -> None:

Add a value to the sum.

:paran value: the value to add

s: int | float = self.__sum # Get the current running sum.

t: int | float = s + value # Compute the new sum value

c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.

self.__sum = t # Store the new sum value.

cs: | float = self.__cs # the current Ist-order correction

t = cs +c # Compute the nmew first-order correction term.

cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak
self.__cs = t # Store the updated first-order correction term

self.__ccs += cc # Update the second-order correction

def result(self) -> int | float:
Get the current result of the summation
ireturn: the current result of the summation

return self.__sum + self.__
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Kahan-Summe: Implementation

® Dieser Doctest berechnet die Summe
1e18 + 1 + 1e36 - 1e36 - 1e18,
die unser Beispiel am Anfang der
Einheit war.

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe

sum <+ 0; s+ 0; ccs <+ 0;
fori€0.n—1do

t + sum + z[i];

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

else ¢ + (z[i] — t) + sum;

sum < t;

t+ cs+ ¢

if |cs| > |c| then cc + (es—t) + ¢;
else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce;

return sum + cs + ccs

e 7

The second-order Kahan-Babuska-Neumaier-Summation by Klein

[1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum()

>>> for xi in [le18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:
. kahan_sum.add (xi)

>>> kahan_sum.result ()

1.0

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

def __init__(self) -> Nome:

""iCreate the summation object."""

#: the running sum, an internal variable invisible from outside

self.__sum: float | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0
#: the second correction term, another internal variable
self.__ccs: float | int = 0

def add(self, value: int | float) -> None:

Add a value to the sum.

:paran value: the value to add

s: int | float = self.__sum # Get the current running sum.
t: int | float = s + value # Compute the new sum value
c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
self.__sum = t # Store the new sum value.
cs: | float = self.__cs # the current Ist-order correction
t = cs +c # Compute the mew first-order correction term.
cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)
else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak
self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

def result(self) -> int | float:

Get the current result of the summation

:return: the current result of the summation

return self.__sum + self.__
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K h S I I t t. The second-order Kahan-Babuska-Neumaier-Summation by Klein
anan-oumme: mp ementation [1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum()

° Dort haben Wir gelernt, dass wenn Wir >>> for xi in [le18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:

.. kahan_sum.add (xi)
>>> kahan_sum.result ()

die Summe direkt berechnen, einfach o
0.0 rauskommt.

class KahanSum:
"""The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

S

def __init__(self) -> None:
"nnCreate the summation object. """
= x = #: the running sum, an internal variable invisible from outside
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floav | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — 0v ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t <~ sum _|_ Z'[Z], Add a value to the sum. 3%
if |sum| Z |ZL"[Z]| then ¢ — (sum = t) +51?[Z], iparam value: the value to add !
:

W
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s: int | float
I R e m: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
else c (I[Z] t) + SU 4 c: int | fleat = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
=t # Store the new sum value.

self.__sum # Get the current running sum.

sum < t;
H float = self.__cs # the current lst-order correction
t +— ¢S + c; t = cs + c # Compute the new first-order correction term.

cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (6 B0 G SN 68 S0 GErriHn i

return sum + cs + CCS ‘:‘:iturn‘ the current result of the summation

return self.

U

def result(self) -> int | float: &

sum + self.__
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Kahan-Summe: Implementation

® Wir wissen aber, dass das richtige
Ergebnis 1.0 ist.

Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe

sum < 0;
fori€0.n—1do

cs <+ 0: ccs <+ 0:;

t < sum + z[i;

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];
else ¢ « (z[i] — t) + sum;

sum < t;

t+ cs+ ¢

if |cs| > |c| then cc + (es—t) + ¢;

else ¢ < (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce;

return sum + cs + ccs

The second-order Kahan-Babuska-Neumaier-Summation by Klein

[1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607 -005-0139-x

>>> kahan_sum = KahanSum ()

>>> for xi in [le18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:
.. kahan_sum.add (xi)

>>> kahan_sum.result ()

1.0

class KahanSum:

"“"The second-order Kahan-Babuska-Neumaier sum by Klein."""

def __init__(self) -> Nome:
""iCreate the summation object."""
#: the running sum, an internal variable invisible from outside
self.__sum: float | int = 0
#: the first correction term, another internal wariable
self.__cs: float | int = 0
#: the second correction term, another internal variable
self.__ccs: float | int = 0

def add(self, value: int | float) -> None:

Add a value to the sum.

:paran value: the value to add

s: int | float = self.__sum # Get the current running sum.
t: int | float = s + value # Compute the new sum value
c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.
self.__sum = t # Store the new sum value.
cs: | float = self.__cs # the current Ist-order correction
t = cs +c # Compute the mew first-order correction term.
cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)
else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak
self.__cs = t # Store the updated first-order correction term
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

def result(self) -> int | float:

Get the current result of the summation
:return: the current result of the summation

sum + self.__cs + self.

return self.
- o S S ——

=

e i -

o8 1 R




The second-order Kahan-Babuska-Neumaier-Summation by Klein

Kahan-Summe: Implementation

[1] A. Klein. A Generalized Kahan-Babuka-Summation-Algorithm.
Computing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

X . >>> kahan_sum = KahanSum()
° Wenn wir mit unserer Klasse >>> for xi in [le18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]:

kahan_sum.add (xi)

KahanSum die Zahlen e kahan_sun result O

[1e18, 1, 1e36, -1e36, -1e18]

aufaddieren, dann sollte dieses D rl-Ea(? ALy M NPnlhirri(s o By fEoin, o0
richtige Ergebnis herauskommen. def _inic__(self) > Wone:

"nnCreate the summation object. """
< x = #: the running sum, an internal variable invisible from outside
Algorithm 1: Kahan-Babuska-Neumaier Summe se1c.__sum: floav | int = 0
#: the first correction term, another internal variable
self.__cs: float | int = 0

- . . #: the second tion term, anoth ternal b1
sum — OY S OY ccs — 0' ¢ second correction term, another internal variable

self.__ccs: float | int = 0

for 1€0.n—1 d0 def add(self, value: int | float) -> Nome:

t < sum + :L'[’L], Add a value to the sum.

S

W

LN A e

:paran value: the value to add

if |sum| > |z[i]| then ¢ < (sum — t) + z[i];

s: int | float self.__sum # Get the current running sum.

else (E (.’17 [Z] — t) _|_ sum: t: int | float = s + value # Compute the new sum value
' c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value) =
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak. ) -
sSum <— t, =t # Store the new sum value. 8

: float = self.__cs # the current Ist-order correction

t < ¢S + = t =cs + c # Compute the new first-order correction term. E
' cc: imt | float = (((cs - t) + ) if abs(cs) >= abs(c) :

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tweak

if |C8| Z |C| then CC= (CS = t) + ¢; self.__cs = t # Store the updated first-order correction term =
self.__ccs += cc # Update the second-order correction

else ¢ « (¢ —t) + cs;

cs «— t; ccs < ccs+ ce; (6 D G SN (8 S0 CErriHn L

return sum + cs + CCS ‘:‘:iturn‘ the current result of the summation

return self.

(0 LR

def result(self) -> int | float: o

sum + self.__cs + self.__ccs

e 7
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Kahan-Summe: Implementation

® \Wenn wir mit unserer Klasse
KahanSum die Zahlen
[le18, 1, 1e36, -1e36, -1el8]
aufaddieren, dann sollte dieses
richtige Ergebnis herauskommen.

® Wir wir sehen, tut es das auch.

$ pytest --timeout=10 --no-header --tb=short --doctest-modules kahan_sum

— -PY
=== ==== test session starts

collected 1 item

kahan_sum.py . [100%]

1 passed in 0.02s
o
# pytest 8.4.2 with pytest-timeout 2.4.0 succeeded with exit code 0.

The
11

>>>
>>>
>>>
1.0

se

A.
Col

ka
fo

kal

cond-order Kahan-Babuika-Neumaier-Summation by Klein

Klein. A Generalized Kahan-Babuska-Summation-Algorithm.
mputing 76:279-293. 2006. doi:10.1007/s00607-005-0139-x

han_sum = KahanSum ()

r xi in [1e18, 1, 1e36, -1e36, -le18]:
kahan_sum.add (xi)

han_sum.result ()

class KahanSum:

de

"The second-order Kahan-Babuika-Neumaier sum by Klein."""

£ nit__(self) -> Nome:
""iCreate the summation object."""
#: the running sum, an internal variable invisible from outside
self.__sum: float | int = 0
#: the first correction term, another internal wariable
self.__cs: float | int = 0
#: the second correction term, another internal variable
self.__ccs: float | int = 0

£ add(self, value: int | float) -> None:
Add a value to the sum.

:paran value: the value to add

s: int | float = self.__sum # Get the current running sum.

t: int | float = s + value # Compute the new sum value

c: int | float = (((s - t) + value) if abs(s) >= abs(value)
else ((value - t) + s)) # The Neumaier tweak.

self.__sum = t # Store the new sum value.

cs: int | float = self.__cs # the current Ist-order correction

t = cs +c # Compute the new first-order correction term.

cc: int | float = (((cs - t) + c) if abs(cs) >= abs(c)

else ((c - t) + cs)) # 2nd Neumaier tuweak.
t # Store the updated first-order correction term.
= cc # Update the second-order correction.

self

£ result(self) -> int | float:

Get the current result of the summation

ireturn: the current result of the summation
return self.__sum + self.__cs + self.__ccs

Np—

S ——




Kahan Summe: Vergleich

® |Im Programm kahan_user.py
benutzen wir nun unsere neue
KahanSum Klasse.

e
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

from math import fsum

from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class.

# Iterate over four ezample arrays.

for numbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, le-12], [iel8, 1, -1e18],

[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -1ei8],
[1e36, 1e72, 1el8, -1e36, -1e72, 1, -1ei8],
[1, -le-16, 1le-16, le-1611:

print (£"= numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}]
k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object
for n in numbers: # Iterate over the numbers...

k.add (n) # ...and let our object add them up.
print (f"sum(numbers) = {sum(numbers)}") # the mormal sum
print (£"Kahan sum = {k.result O}") # our better result
print (f"fsum(numbers) = {fsum(numbers)}") # the ezact result

= = numbers
sum(numbers) =
Kahan sum =
fsum(numbers) =

= numbers
sum(numbers) =

Kahan sum =
fsum(numbers) =
numbers
sum(numbers) =
Kahan sum =

fsum(numbers) =
numbers

sum(numbers) =
Kahan sum =
fsum(numbers) =
numbers
sum(numbers) =
Kahan sum =
fsum(numbers) =

| python3 kahan_user.py |

= [le-15, le-14, le-13, le-16, le-12]
1.1111e-12
1.1111e-12
1.1111e-12

= [1e+18, 1, -1e+18]
0.0

1.0
1
0
1
1

.0
[1e+36, 1e+18, 1, -1e+36, -l1e+18] =
.0

.0
[1e+36, 1le+72, le+18, -1e+36, -le+72, 1, -le+18

-le+18

0.0

.0

[1, -le-16, le-16, le-16] =

[
oo o

# An (even more) precise summation algorithm.

-

1M

"


https://github.com/thomasWeise/programmingWithPythonCode/blob/684823e23c5dd22473c4fc25273c68313cca0353/classes/kahan_user.py

Kahan Summe: Vergleich

® |Im Programm kahan_user.py
benutzen wir nun unsere neue
KahanSum Klasse.

® Wir vergleichen ihre Ergebnisse mit
der built-in Funktion sum und der
genauen Summenfunktion fsum aus
dem math Modul.

e
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

from math import fsum # An (even more) precise summation algorithm.
from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class

# Iterate over four ezample arrays.
for numbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, le-12], [iel8, 1, -1e18], 5
[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -1ei8],
[1e36, 1e72, 1el8, -1e36, -1e72, 1, -1ei8],
[1, -le-16, 1le-16, le-1611:

print (£"= numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}]
k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object. E
for n in numbers: # Iterate over the numbers... -
k.add(n) # ...and let our object add them up.
print (f"sum(numbers) = {sum(numbers)}") # the mormal sum
print (£"Kahan sum = {k.result O}") # our better result -
print (f"fsum(numbers) = {fsum(numbers)}") # the ezact result
| python3 kahan_user.py |
= = numbers = [le-15, le-14, 1e-13, le-16, le-12]
sum(numbers) = 1.111le-12
Kahan sum = i iiliilg=17
fsum(numbers) = 1.111le-12
= numbers = [le+18, 1, -le+18] =
sum(numbers) = 0.0
Kahan sum = 1.0
fsum(numbers) = 1.0
numbers = [1e+36, 1le+18, 1, -1e+36, -1e+18] =
sum(numbers) = 0.0
Kahan sum = 1.0
fsum(numbers) = 1.0
numbers = [1e+36, le+72, le+18, -1e+36, -le+72, 1, -le+18
sum(numbers) = -le+18 :\
Kahan sum = 0.0 ]
fsum(numbers) = 1.0 '
numbers = [1, -le-16, le-16, le-16] =
sum(numbers) = 1.0
Kahan sum = 1.0
fsum(numbers) = 1.0


https://github.com/thomasWeise/programmingWithPythonCode/blob/684823e23c5dd22473c4fc25273c68313cca0353/classes/kahan_user.py

Kahan Summe: Vergleich

® |Im Programm kahan_user.py
benutzen wir nun unsere neue
KahanSum Klasse.

® Wir vergleichen ihre Ergebnisse mit
der built-in Funktion sum und der
genauen Summenfunktion fsum aus
dem math Modul.

® Alle drei kdnnen
[1le-15, 1le-14, 1le-13,
le-16, 1e-12] exakt zu
1.1111e-12 aufaddieren.

——
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

from math import fsum # An (even more) precise summation algorithm.
from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class

# Iterate over four ezample arrays.
for numbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, le-12], [iel8, 1, -1e18], 5
[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -1ei8],
[1e36, 1e72, 1el8, -1e36, -1e72, 1, -1ei8],
[1, -le-16, 1le-16, le-1611:

print (£"= = numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}] =======")

k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object. E

for n in numbers: # Iterate over the numbers... >
k.add (n) # ...and let our object add them up.

print (£"sum(numbers) = {sum(numbers)}") # the normal sum

print (£"Kahan sum = {k.result O}") # our better result -

print (f"fsum(numbers) = {fsum(numbers)}") # the ezact result

| python3 kahan_user.py |

======= numbers = [le-15, le-14, le-13, le-16, 1e-12] ==

sum(numbers) = 1.111le-12

Kahan sum = i iiliilg=17

fsum(numbers) = 1.111le-12

======= numbers = [le+18, 1, -le+18] -
sum (numbers) = 0.0 B
Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0

======= numbers = [1e+36, 1le+18, 1, -1e+36, -1e+18] =

sum(numbers) = 0.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0

numbers = [le+36, 1e+72, 1e+18, -1e+36, -le+72, 1, -le+18

sum(numbers) = -1e+18 |
Kahan sum = 0.0

fsum(numbers) = 1.0 ]
======= numbers = [1, -le-16, le-16, le-16]

sum(numbers) = 1.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0


https://github.com/thomasWeise/programmingWithPythonCode/blob/684823e23c5dd22473c4fc25273c68313cca0353/classes/kahan_user.py
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Kahan Summe: Vergleich

Im Programm kahan_user.py
benutzen wir nun unsere neue
KahanSum Klasse.

Wir vergleichen ihre Ergebnisse mit
der built-in Funktion sum und der
genauen Summenfunktion fsum aus
dem math Modul.

Alle drei konnen

[1e-15, 1le-14, 1e-13,
le-16, 1e-12] exakt zu
1.1111e-12 aufaddieren.

sum liefert 0.0 fiir die Summe von
[1e+18, 1, -1e+18] und auch fir
[1le+36, 1e+18, 1,

-1e+36, -1le+18].

A————
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

from math import fsum # An (even more) precise summation algorithm.

from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class
# Iterate over four ezample arrays.
for numbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, le-12], [lel8, 1, -1e18],
[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -lel18],
[1e36, 1e72, lel8, -1e36, -1e72, 1, -lel8],
[1, -le-16, le-16, 1e-1611:
print (£"= = numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}] =======")
k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object
for n in numbers: # Iterate over the numbers...

k.add(n) # ...and let our object add them up.
print (f"sum(numbers) = {sum(numbers)}") # the mormal sum
print (f"Kahan sum = {k.result O}") # our better result
print (f"fsum(numbers) = {fsum(numbers)}") # the ezact result
| python3 kahan_user.py |

======= numbers = [le-15, le-14, le-13, le-16, 1e-12] ==

sum(numbers) = 1.111le-12

Kahan sum = i iiliilg=17

fsum(numbers) = 1.111le-12

======= numbers = [le+18, 1, -le+18]

sum(numbers) = 0.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0

======= numbers = [1e+36, 1le+18, 1, -1e+36, -1e+18] =

sum(numbers) = 0.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0

numbers = [le+36, 1e+72, 1e+18, -1e+36, -le+72, 1, -le+18

sum(numbers) = -1e+18

Kahan sum = 0.0

fsum(numbers) = 1.0

======= numbers = [1, -le-16, le-16, le-16]
sum(numbers) = 1.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0

-


https://github.com/thomasWeise/programmingWithPythonCode/blob/684823e23c5dd22473c4fc25273c68313cca0353/classes/kahan_user.py
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Kahan Summe: Vergleich

Wir vergleichen ihre Ergebnisse mit
der built-in Funktion sum und der
genauen Summenfunktion fsum aus
dem math Modul.

Alle drei konnen

[le-15, 1le-14, 1e-13,
le-16, 1e-12] exakt zu
1.1111e-12 aufaddieren.

sum liefert 0.0 fiir die Summe von
[1e+18, 1, -1e+18] und auch fiir
[1le+36, 1e+18, 1,

-1le+36, -1e+18].

KahanSum und fsum konnen fiir
beide Falle korrekt 1.0 ausrechnen.

A————
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

from math import fsum # An (even more) precise summation algorithm.

from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class
# Iterate over four ezample arrays.
for numbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, le-12], [lel8, 1, -1e18],
[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -le18],
[1e36, 1e72, lel8, -1e36, -1e72, 1, -lel8],
[1, -le-16, le-16, 1e-1611:
print (£"= = numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}] =======")
k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object
for n in numbers: # Iterate over the numbers...

k.add(n) # ...and let our object add them up.
print (f"sum(numbers) = {sum(numbers)}") # the mormal sum
print (f"Kahan sum = {k.result O}") # our better result
print (f"fsum(numbers) = {fsum(numbers)}") # the ezact result
| python3 kahan_user.py |

======= numbers = [le-15, le-14, le-13, le-16, 1e-12] ==

sum(numbers) = 1.111le-12

Kahan sum = i iiliilg=17

fsum(numbers) = 1.111le-12

======= numbers = [le+18, 1, -le+18]

sum(numbers) = 0.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0

======= numbers = [1e+36, 1le+18, 1, -1e+36, -1e+18] =

sum(numbers) = 0.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0

numbers = [le+36, 1e+72, 1e+18, -1e+36, -le+72, 1, -le+18

sum(numbers) = -1e+18

Kahan sum = 0.0

fsum(numbers) = 1.0

======= numbers = [1, -le-16, le-16, le-16]
sum(numbers) = 1.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0

-



- —————
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

Kahan Summe: Vergleich N S N

. ' from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class
® Alle drei kdnnen

# Iterate over four ezample arrays.

[1e—15, 1e—14, 1e—13, for numbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, 1e-12], [te18, 1, -1e18], 2
[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -1ei8],
16—16, 16—12] exakt ZUu [1e36, 1e72, 1el8, -1e36, -1e72, 1, -1el8],
. [1, -le-16, le-16, le-1611:
1.1111e-12 aufaddieren. print (f"=-===-= numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}] =—=====")
k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object. t
. .. . for n in numbers: # Iterate over the numbers..
® sum liefert 0.0 fiir die Summe von k. add (n) 5 oo Deth ov oRgest ool them o
. print (£"sum(numbers) = {sum(numbers)}")  # the normal sum
[1e+18, 1, -1e+18] und auch fur print (£'Kahan sum = {k.result O}") # our better result e

print (f"fsum(numbers) {fsum(numbers)}") # the ezact result

[1e+36, 1le+18, 1,
-1le+36, -1le+18].

| python3 kahan_user.py |

======= numbers = [le-15, le-14, le-13, le-16, le-12] =======

sum (numbers) = i,illieflz
® KahanSum und fsum konnen fiir faun (nembera) = 11111012
beide Fille korrekt 1.0 ausrechnen. s umbers © [eriS, f, cteris] somomes
Kahan sum = 1.0
® Wenn wir aber noch grb'@ere Zahlen iiﬂi::m:i;iir: il?le+36, le+18, 1, -1e+36, -le+18] =======
mit einbeziehen und z. B. die Summe gun(numbers) = 9.0
=1.0

tiber [1e+36, le+72, 1le+18, fsum (numbers)

= numbers

[1e+36, 1le+72, le+18, -1e+36, -le+72, 1, -le+18]

-le+36, -1le+72, 1, -1e+18]

sum (numbers) = -le+18
berechnen, dann liefert unsere R D & A !
KahanSum 0.0 anstatt des korrekten e e
Ergebnisses 1.0. o) 6




- —————
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

Kahan Summe: Vergleich N S N P

from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class.

® sum liefert 0.0 fiir die Summe von

# Iterate over four ezample arrays.

[1e+18, 1, -1e+18] und auch fiir for nmumbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, le-12], [te18, 1, -1e18], .
[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -1el8],
[1e+36, 1le+18, 1, [1e36, 1e72, 1el8, -1e36, -1e72, 1, -1e18],
[1, -le-16, le-16, 1e-16]1:
-1e+36, -1e+18]. print (£"======= numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}] =======")
k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object. :
e KahanS d £ k f for n in numbers: # Iterate over the numbers...
ansum un sum Konnen tur k.add(n) # ...and let our object add them up.
. . print (£"sum(numbers) = {sum(numbers)}") # the normal sum
beide Fille korrekt 1.0 ausrechnen. P (@ o TeomcommB Oy 6 ome Dot soomis -
print (f"fsum(numbers) = {fsum(numbers)}") # the ezact result
® \Wenn wir aber noch groRere Zahlen | python3 kahan_user.py |
mit einbeziehen und z. B. die Summe ======= numbers = [le-15, le-14, le-13, le-16, le-12] =======
It 1 sum (numbers) = 1.1111e-12
i Kahan sum = 1.1111e-12
Uber [1e+36’ 1e+72’ 1e+18’ fsum(numbers) = 1.1111e-12
======= numbers = [le+18, 1, -1e+18] =======
-1e+36, -let72, 1,||-1e+18] oun (numbers) = 0.0
N Kahan sum =1.0
berechnen, dann liefert unsere o o o) 1o
KahanSum 0.0 anstatt des korrekten e pumbers © [1336, Let18, 1, ~ler3s, -feris] momooss
H Kahan sum =1.0
Ergebnlsses 1'0' fsum(numbers) = 1.0
= numbers = [le+36, le+72, le+18, -le+36, -le+72, 1, -le+18]
e fsum finded das richtige Ergebnis, cun G L teets
wohingegen sum mit -1e18 weit R D & A |
daneben |iegt ::;?:Z;b:::?eri :.51, -le-16, le-16, le-16] =======
Kahan sum =1.0
fsum(numbers) = 1.0




Kahan Summe: Vergleich

KahanSum und fsum konnen fiir
beide Falle korrekt 1.0 ausrechnen.

Wenn wir aber noch groRere Zahlen
mit einbeziehen und z. B. die Summe
Uber [1e+36, 1e+72, 1le+18,
-1e+36, -le+72, 1, -1e+18]
berechnen, dann liefert unsere
KahanSum 0.0 anstatt des korrekten
Ergebnisses 1.0.

fsum finded das richtige Ergebnis,
wohingegen sum mit -1e18 weit
daneben liegt.

Zuletzt addieren wir noch
[1, -1e-16, 1le-16, le-16].

A————
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

from math import fsum # An (even more) precise summation algorithm.

from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class
# Iterate over four ezample arrays.
for numbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, le-12], [lel8, 1, -1e18],
[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -lel18],
[1e36, 1e72, lel8, -1e36, -1e72, 1, -lel8],
[1, -le-16, le-16, 1e-1611:
print (£"== == numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}] =======")
k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object
for n in numbers: # Iterate over the numbers...
k.add (n) # ...and let our object add them up.
print (£"sum(numbers) = {sum(numbers)}") # the normal sum
print (f"Kahan sum = {k.result O}")
print (f"fsum(numbers) = {fsum(numbers)}")

# our better result
# the exzact result

| python3 kahan_user.py |

== numbers = [le-15, le-14, 1e-13, le-16, le-12] ==
sum(numbers) = 1.111le-12
Kahan sum = i iiliilg=17
fsum(numbers) = 1.111le-12

numbers = [le+18, 1, -1e+18]

sum(numbers) = 0.0
Kahan sum = 1.0
fsum(numbers) = 1.0

== numbers = [le+36, 1le+18, 1, -1e+36, -1e+18] =======
sum(numbers) = 0.0
Kahan sum = 1.0
fsum(numbers) = 1.0

======= numbers = [1e+36, le+72, le+18, -1e+36, -le+72, 1, -le+18

— ==
sum(numbers) = -1e+18
Kahan sum = 0.0
fsum(numbers) = 1.0
numbers = [1, -le-16, le-16, le-16] =
sum(numbers) = 1.0
Kahan sum = 1.0
fsum(numbers) = 1.0

-



Kahan Summe: Vergleich

Wenn wir aber noch groRere Zahlen
mit einbeziehen und z. B. die Summe
tiber [1e+36, 1e+72, 1le+18,
-1le+36, -le+72, 1, -1le+18]
berechnen, dann liefert unsere
KahanSum 0.0 anstatt des korrekten
Ergebnisses 1.0.

fsum finded das richtige Ergebnis,
wohingegen sum mit -1e18 weit
daneben liegt.

Zuletzt addieren wir noch
[1, -1e-16, 1le-16, 1le-16].

Alle drei Methoden liefern 1.0,
wohingegen das genaue Ergebnis
1+ 10716 wire.

- —————
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

from math import fsum # An (even more) precise summation algorithm.

from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class
# Iterate over four ezample arrays.
for numbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, le-121,
[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -lel18],
[1e36, 1e72, lel8, -1e36, -1e72, 1, -lel8],
[1, -le-16, le-16, 1e-1611:
print (£"== == numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}] =======")
k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object
for n in numbers: # Iterate over the numbers...
k.add (n) # ...and let our object add them up.
print (£"sum(numbers) = {sum(numbers)}") # the normal sum
print (f"Kahan sum = {k.result O}")
print (f"fsum(numbers) = {fsum(numbers)}")

[1e18, 1, -1e18],

# our better result
# the exzact result

| python3 kahan_user.py |

== numbers = [le-15, le-14, 1e-13, 1e-16, le-12] ==
sum(numbers) = 1.111le-12
Kahan sum = i iiliilg=17
fsum(numbers) = 1.111le-12

numbers = [le+18, 1, -le+18

sum(numbers) = 0.0
Kahan sum = 1.0
fsum(numbers) = 1.0

== numbers = [le+36, 1le+18, 1, -1e+36, -1e+18] =======
sum(numbers) = 0.0
Kahan sum = 1.0
fsum(numbers) = 1.0

======= numbers = [1e+36, le+72, le+18, -1e+36, -le+72, 1, -le+18

= =
sum(numbers) = -1e+18
Kahan sum = 0.0
fsum(numbers) = 1.0
numbers = [1, -le-16, le-16, 1le-16] =
sum(numbers) = 1.0
Kahan sum = 1.0
fsum(numbers) = 1.0



Kahan Summe: Vergleich

e fsum finded das richtige Ergebnis,
wohingegen sum mit -1e18 weit
daneben liegt.

® Zuletzt addieren wir noch

[1, -1e-16, le-16, 1le-16].

® Alle drei Methoden liefern 1.0,
wohingegen das genaue Ergebnis
1+ 10716 wire.

® Dies kann allerdings nicht mit dem
Datentyp float dargestellt werden,

also sind die Ergebnisse schon richtig.

————
"""Examples for using our class :class: KahanSum™.""" I

from math import fsum # An (even more) precise summation algorithm.
from kahan_sum import KahanSum # Import our new own class

# Iterate over four ezample arrays.
for numbers in [[le-15, le-14, le-13, le-16, le-12], [iei8, 1, -1e18], 5
[ 1e36, 1e18, 1, -1e36, -1ei8],
[1e36, 1e72, 1el8, -1e36, -1e72, 1, -1ei8],
[1, -le-16, le-16, le-1611:

print (£"= = numbers = [{', '.join(map(str, numbers))}] =======")

k: KahanSum = KahanSum() # Create our Kahan summation object. E

for n in numbers: # Iterate over the numbers... >
k.add (n) # ...and let our object add them up.

print (£"sum(numbers) = {sum(numbers)}") # the normal sum

print (£"Kahan sum = {k.result O}") # our better result -

print (f"fsum(numbers) = {fsum(numbers)}") # the ezact result

| python3 kahan_user.py |

======= numbers = [le-15, le-14, le-13, le-16, 1e-12] ==
sum(numbers) = 1.111le-12

Kahan sum = i iiliilg=17

fsum(numbers) = 1.111le-12

======= numbers = [le+18, 1, -le+18]

sum(numbers) = 0.0

Kahan sum = 1.0 |
fsum(numbers) = 1.0

======= numbers = [1e+36, 1le+18, 1, -1e+36, -1e+18] =

sum(numbers) = 0.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0

numbers = [le+36, 1e+72, 1e+18, -1e+36, -le+72, 1, -le+18

sum(numbers) = -1e+18 |
Kahan sum = 0.0

fsum(numbers) = 1.0 '
======= numbers = [1, -le-16, le-16, le-16]

sum(numbers) = 1.0

Kahan sum = 1.0

fsum(numbers) = 1.0



10 N0 Rl 4

Ergebnis des Vergleichs

® Mit unserem Experiment haben wir herausgefunden, dass fsum uns das praziseste Ergebnis
gibt.
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® Mit unserem Experiment haben wir herausgefunden, dass fsum uns das praziseste Ergebnis
gibt.
Unsere KahanSum ist aber definitiv besser als die built-in Funktion sum.
Das bringt uns zu zwei Fragen:
1. Warum kann unsere KahanSum uns nicht immer das genaue Ergebnis liefern?
2. Wie und warum ist fsum besser?

Die Antwort auf die erste Frage ist sehr einfach:
Wenn wir genau eine Summationsvariable verwenden, so wie sum das tut, dann kénnen
prazise bis zu 15 oder 16 Ziffern sein und verliegen alle Ziffern dariiber hinaus.
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® Mit unserem Experiment haben wir herausgefunden, dass fsum uns das praziseste Ergebnis
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2. Wie und warum ist fsum besser?

® Die Antwort auf die erste Frage ist sehr einfach:

® \Wenn wir genau eine Summationsvariable verwenden, so wie sum das tut, dann kdnnen
prazise bis zu 15 oder 16 Ziffern sein und verliegen alle Ziffern dariiber hinaus.

® \Wenn wir eine Summationsvariable und einen Fehlerterm cs erster Ordnung, dann
bekommen wir im Grunde 15 bis 16 Ziffern dazu, um Zwischenergebnisse genauer
darzustellen.

® Mit dem Fehlerterm zweiter Ordnung ccs kdnnen wir dann Zwischenergebnisse mit 45 bis
48 Ziffern genau darstellen.

® Damit kénnen wir 1 zu 1e36 addieren und dann wieder 1e36 abziehen und bekommen 1.
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Ergebnis des Vergleichs

® Die Antwort auf die erste Frage ist sehr einfach:

® Wenn wir genau eine Summationsvariable verwenden, so wie sum das tut, dann kdnnen
prazise bis zu 15 oder 16 Ziffern sein und verliegen alle Ziffern dariiber hinaus.

® \Wenn wir eine Summationsvariable und einen Fehlerterm cs erster Ordnung, dann
bekommen wir im Grunde 15 bis 16 Ziffern dazu, um Zwischenergebnisse genauer
darzustellen.

® Mit dem Fehlerterm zweiter Ordnung ccs kdnnen wir dann Zwischenergebnisse mit 45 bis
48 Ziffern genau darstellen. :

® Damit konnen wir 1 zu 1e36 addieren und dann wieder 1e36 abziehen und bekommen 1. &

® Aber wenn wir noch 1e72 dazuaddieren, dann tiberschreiten wir das Fenster von 48 Ziffern
und die 1 geht verloren.

® Mit unserer KahanSum mit zwei Fehlertermen kdnnen wir also Zwischenergebnisse von bis
zu 48 Ziffern darstellen.

® Die zweite Frage war Was macht fsum anders?

® Eigentlich nicht viel.
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® \Wenn wir eine Summationsvariable und einen Fehlerterm cs erster Ordnung, dann
bekommen wir im Grunde 15 bis 16 Ziffern dazu, um Zwischenergebnisse genauer
darzustellen.

® Mit dem Fehlerterm zweiter Ordnung ccs kdnnen wir dann Zwischenergebnisse mit 45 bis
48 Ziffern genau darstellen.

® Damit kdnnen wir 1 zu 1e36 addieren und dann wieder 1e36 abziehen und bekommen 1.

® Aber wenn wir noch 1e72 dazuaddieren, dann iiberschreiten wir das Fenster von 48 Ziffern
und die 1 geht verloren. .

® Mit unserer KahanSum mit zwei Fehlertermen kénnen wir also Zwischenergebnisse von bis  *
zu 48 Ziffern darstellen. ;

® Die zweite Frage war Was macht fsum anders?

e Eigentlich nicht viel.

® Es basiert auf dem Algorithmus von Shewchuk3®7®, welcher dynamisch eine Liste von
Hilfsvariablen managed um eine beweisbar genaue Summe zu berechnen (mit
Ergebnis float).

.;
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® Mit dem Fehlerterm zweiter Ordnung ccs kdnnen wir dann Zwischenergebnisse mit 45 bis
48 Ziffern genau darstellen.
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Mit dem Fehlerterm zweiter Ordnung ccs kdnnen wir dann Zwischenergebnisse mit 45 bis
48 Ziffern genau darstellen.

® Damit konnen wir 1 zu 1e36 addieren und dann wieder 1e36 abziehen und bekommen 1.
® Aber wenn wir noch 1e72 dazuaddieren, dann tiberschreiten wir das Fenster von 48 Ziffern

und die 1 geht verloren.
Mit unserer KahanSum mit zwei Fehlertermen kdnnen wir also Zwischenergebnisse von bis
zu 48 Ziffern darstellen.

® Die zweite Frage war Was macht fsum anders?
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e Eigentlich nicht viel.
® Es basiert auf dem Algorithmus von Shewchuk3%:7  welcher dynamisch eine Liste von

Hilfsvariablen managed um eine beweisbar genaue Summe zu berechnen (mit

Ergebnis float).

Im Grunde ist es eine dynamische Version der Kahan-Summe, welche bei Bedarf mehr
Fehlerterme benutzt und diese auch wieder freigibt, wenn sie nicht mehr bendtigt werden.
Das Prinzip ist das gleiche, nur das eine Liste die Variablen cs und ccs ersetzt.
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® Damit kdnnen wir 1 zu 1e36 addieren und dann wieder 1e36 abziehen und bekommen 1.

® Aber wenn wir noch 1e72 dazuaddieren, dann tiberschreiten wir das Fenster von 48 Ziffern
und die 1 geht verloren.

® Mit unserer KahanSum mit zwei Fehlertermen kdnnen wir also Zwischenergebnisse von bis
zu 48 Ziffern darstellen.

® Die zweite Frage war Was macht fsum anders?

® Eigentlich nicht viel.

® Es basiert auf dem Algorithmus von Shewchuk3®:7®, welcher dynamisch eine Liste von
Hilfsvariablen managed um eine beweisbar genaue Summe zu berechnen (mit
Ergebnis float).

® |m Grunde ist es eine dynamische Version der Kahan-Summe, welche bei Bedarf mehr
Fehlerterme benutzt und diese auch wieder freigibt, wenn sie nicht mehr bendtigt werden.

® Das Prinzip ist das gleiche, nur das eine Liste die Variablen cs und ccs ersetzt.

® Unser KahanSum benutzt genau drei Variablen fiir die ganze Summation.
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Aber wenn wir noch 1e72 dazuaddieren, dann tberschreiten wir das Fenster von 48 Ziffern
und die 1 geht verloren.

Mit unserer KahanSum mit zwei Fehlertermen kdnnen wir also Zwischenergebnisse von bis
zu 48 Ziffern darstellen.

® Die zweite Frage war Was macht fsum anders?
® Eigentlich nicht viel.

® Es basiert auf dem Algorithmus von Shewchu

k36:76 "welcher dynamisch eine Liste von

Hilfsvariablen managed um eine beweisbar genaue Summe zu berechnen (mit

Ergebnis float).

Im Grunde ist es eine dynamische Version der Kahan-Summe, welche bei Bedarf mehr
Fehlerterme benutzt und diese auch wieder freigibt, wenn sie nicht mehr benétigt werden.

® Das Prinzip ist das gleiche, nur das eine Liste die Variablen cs und ccs ersetzt.
® Unser KahanSum benutzt genau drei Variablen fiir die ganze Summation.
® Es allokiert nicht dynamisch mehr Speicher.
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Mit unserer KahanSum mit zwei Fehlertermen kdnnen wir also Zwischenergebnisse von bis
zu 48 Ziffern darstellen.

® Die zweite Frage war Was macht fsum anders?
® Eigentlich nicht viel.
® Es basiert auf dem Algorithmus von Shewchuk3®:76, welcher dynamisch eine Liste von

Hilfsvariablen managed um eine beweisbar genaue Summe zu berechnen (mit
Ergebnis float).
Im Grunde ist es eine dynamische Version der Kahan-Summe, welche bei Bedarf mehr

Fehlerterme benutzt und diese auch wieder freigibt, wenn sie nicht mehr benétigt werden.

Das Prinzip ist das gleiche, nur das eine Liste die Variablen cs und ccs ersetzt.

Unser KahanSum benutzt genau drei Variablen fiir die ganze Summation.

Es allokiert nicht dynamisch mehr Speicher.

Deshalb ist die Anzahl der Rechenschritte, die es fiir jede hinzuaddierte Zahl macht, auch
konstant.
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Speicher- und Zeitkomplexitdt hat.
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Es basiert auf dem Algorithmus von Shewchuk37® welcher dynamisch eine Liste von

Hilfsvariablen managed um eine beweisbar genaue Summe zu berechnen (mit
Ergebnis float).
Im Grunde ist es eine dynamische Version der Kahan-Summe, welche bei Bedarf mehr

Fehlerterme benutzt und diese auch wieder freigibt, wenn sie nicht mehr bendtigt werden.

Das Prinzip ist das gleiche, nur das eine Liste die Variablen cs und ccs ersetzt.
Unser KahanSum benutzt genau drei Variablen fiir die ganze Summation.

Es allokiert nicht dynamisch mehr Speicher.

Deshalb ist die Anzahl der Rechenschritte, die es fiir jede hinzuaddierte Zahl macht, auch
konstant.

fsum macht eine variable Zahl von Rechenschritten, deren Anzahl auf der Lange der
internen Datensturktur baisert.

Damit ist KahanSum tatsachlich ein sehr schéne Kompromisslésung, die eine hohere
Prazision als die normale Addition bietet und aber immer noch die selbe konstante
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Ergebnis des Vergleichs

Im Grunde ist es eine dynamische Version der Kahan-Summe, welche bei Bedarf mehr

Fehlerterme benutzt und diese auch wieder freigibt, wenn sie nicht mehr bendtigt werden.

Das Prinzip ist das gleiche, nur das eine Liste die Variablen cs und ccs ersetzt.
Unser KahanSum benutzt genau drei Variablen fiir die ganze Summation.
Es allokiert nicht dynamisch mehr Speicher.

Deshalb ist die Anzahl der Rechenschritte, die es fiir jede hinzuaddierte Zahl macht, auch
konstant.

fsum macht eine variable Zahl von Rechenschritten, deren Anzahl auf der Lange der
internen Datensturktur baisert.

Damit ist KahanSum tatsachlich ein sehr schéne Kompromisslésung, die eine hohere
Prazision als die normale Addition bietet und aber immer noch die selbe konstante
Speicher- und Zeitkomplexitdt hat.

Es ist auch vielseitiger als fsum.

Wir miissen die aufzuaddierenden Werte nicht in einem Iterable haben.

.
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® Bisher haben wir uns auf den ersten Fall konzentriert.

e Wir haben zwei Beispiele dafiir angeschaut.
® Wir haben auch zwei Prinzipien kennengelernt, wie wir Klassen entwerfen kdnnen

1. Wir konnen unveranderliche Klassen als Kontainer konstanter Information erstellen, deren
Attribute sich nicht andern. Unsere Klasse Point ist ein Beispiel dafiir.

2. Wir kénnen auch gekapselte Klassen erstellen, wobei der Zugriff auf Attribute nur durch die
Methoden der Klasse méglich ist. Dadurch wird sichergestellt, dass jede Zustandsdanderung
konsistent und korrekt ist. Unsere Klasse KahanSum ist ein Beispiel dafiir.

® Die meisten Klassen, die entweder Daten speichern oder irgendein Verhalten realisieren,
konnen auf eine dieser beiden Arten implementiert werden.

® Es kann natiirlich auch Designs geben, die dazwischen liegen, wo einige Attribute Final
und von auBen zugdnglich sind und andere Attribute wieder nur durch Methoden gedndert
werden kénnen.
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® |nstanzen unserer Klasse Point speichern ein Paar Koordinaten in der zwei-dimensionalen
Euklidischen Ebene.
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Zusammenfassung: Unverdnderliche Objekte -

® |nstanzen unserer Klasse Point speichern ein Paar Koordinaten in der zwei-dimensionalen
Euklidischen Ebene.

® Die Operation distance ist untrennbar mit dieser Datenstruktur verbunden.
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Zusammenfassu

ng: Unverdnderliche Objekte

® |nstanzen unserer Klasse Point speichern ein Paar Koordinaten in der zwei-dimensionalen
Euklidischen Ebene.

® Die Operation distance ist untrennbar mit dieser Datenstruktur verbunden.

e Wir haben gelernt, dass es oft eine gute Idee ist, Objekte unveranderlich zu machen.
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Zusammenfassung: Unveranderliche Objekte

® |nstanzen unserer Klasse Point speichern ein Paar Koordinaten in der zwei-dimensionalen
Euklidischen Ebene.

Die Operation distance ist untrennbar mit dieser Datenstruktur verbunden.

Wir haben gelernt, dass es oft eine gute Idee ist, Objekte unveranderlich zu machen.

Dann werden die Werte der Attribute eines Objektes nur wihrend seiner
Initialisierung (durch die __init__ Methode) gesetzt und dndern sich danach nicht.
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Zusammenfassung: Unveranderliche Objekte

Instanzen unserer Klasse Point speichern ein Paar Koordinaten in der zwei-dimensionalen
Euklidischen Ebene.

Die Operation distance ist untrennbar mit dieser Datenstruktur verbunden.
Wir haben gelernt, dass es oft eine gute Idee ist, Objekte unveranderlich zu machen.

Dann werden die Werte der Attribute eines Objektes nur wihrend seiner
Initialisierung (durch die __init__ Methode) gesetzt und dndern sich danach nicht.

Dann kann es niemals Verwirrung iiber die Attributwerte geben.
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Zusammenfassung: Unveranderliche Objekte

Instanzen unserer Klasse Point speichern ein Paar Koordinaten in der zwei-dimensionalen
Euklidischen Ebene.

Die Operation distance ist untrennbar mit dieser Datenstruktur verbunden.
Wir haben gelernt, dass es oft eine gute Idee ist, Objekte unveranderlich zu machen.

Dann werden die Werte der Attribute eines Objektes nur wihrend seiner
Initialisierung (durch die __init__ Methode) gesetzt und dndern sich danach nicht.

Dann kann es niemals Verwirrung iiber die Attributwerte geben.

Es kann nie passieren, dass ein Teil unseres Prozesses eine Referenz auf eine
Point-Variable hat und ,denkt” das diese die Koordinaten (0,1) hat, aber das anderer
Kode die Werte auf etwas anderes gedndert hat.
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Zusammenfassung: Unveranderliche Objekte

Instanzen unserer Klasse Point speichern ein Paar Koordinaten in der zwei-dimensionalen
Euklidischen Ebene.

Die Operation distance ist untrennbar mit dieser Datenstruktur verbunden.
Wir haben gelernt, dass es oft eine gute Idee ist, Objekte unveranderlich zu machen.

Dann werden die Werte der Attribute eines Objektes nur wihrend seiner
Initialisierung (durch die __init__ Methode) gesetzt und dndern sich danach nicht.

Dann kann es niemals Verwirrung iiber die Attributwerte geben.

Es kann nie passieren, dass ein Teil unseres Prozesses eine Referenz auf eine
Point-Variable hat und ,denkt” das diese die Koordinaten (0,1) hat, aber das anderer
Kode die Werte auf etwas anderes gedndert hat.

Das kann nicht passieren, weil sich die Koordinatenwerte einer Instanz von Point niemals
andern.
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Zusammenfassung: Gekapselte Klasse

® \Wenn sich Attribute dndern miissen, dann ist es oft eine gute Idee, sie zu kapseln
encapsulate.

e Kapselung bedeutet, dass die Attribute eines Objekts nur durch die Methoden des Objekts
gelesen oder gedndert werden konnen.

® Unsere Klasse KahanSum ist ein Beispiel dafiir.

® Die Klasse erlaubt es uns, Zahlen more prazise zu addieren, in dem sie intern Fehlerterme
zusatzlich zur normalen Summe unterhalt.

® Der Benutzer bekommt diese internen Attribute niemals zu sehen und kann sie auch nicht
direkt verandern.

e Stattdessen konnen sie verandert werden, in dem wir neue Zahlen an die Methode add
liefern.

e Uber die Methode result kann der Nutzer eine konsistente Sicht auf den Zustand der
Summe bekommen, ohne durch den internen Zustand verwirrt zu werden.



Zusammenfassung: Python is Nachsichtig
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® Python ist eine sehr nachsichtige Sprache.
- ® Esist sehr nachsichtig darin, was erlaubt ist und was nicht.
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Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

- ® Python ist eine sehr nachsichtige Sprache.
® Es ist sehr nachsichtig darin, was erlaubt ist und was nicht.
® Sie erinnern sich daran, dass Type Hints nur Hinweise fiir Werkzeuge und Programmierer
sind.
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Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

® Python ist eine sehr nachsichtige Sprache.

® Es ist sehr nachsichtig darin, was erlaubt ist und was nicht.

Sie erinnern sich daran, dass Type Hints nur Hinweise fiir Werkzeuge und Programmierer
sind.

Der Python-Interpreter setzt sie nicht durch.
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Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

® Python ist eine sehr nachsichtige Sprache.
® Es ist sehr nachsichtig darin, was erlaubt ist und was nicht.

® Sie erinnern sich daran, dass Type Hints nur Hinweise fiir Werkzeuge und Programmierer
sind.

® Der Python-Interpreter setzt sie nicht durch.

® Es ist problemlos méglich, so etwas wir a: str = 5 auszufiihren.
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Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

® Python ist eine sehr nachsichtige Sprache.

® Es ist sehr nachsichtig darin, was erlaubt ist und was nicht.

® Sie erinnern sich daran, dass Type Hints nur Hinweise fiir Werkzeuge und Programmierer
sind.

® Der Python-Interpreter setzt sie nicht durch.

® Es ist problemlos méglich, so etwas wir a: str = 5 auszufiihren.

® Diese Nachsichtigkeit betrifft auch die beiden Designprinzipien von oben.
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Sie erinnern sich daran, dass Type Hints nur Hinweise fiir Werkzeuge und Programmierer
sind.

Der Python-Interpreter setzt sie nicht durch.

Es ist problemlos méglich, so etwas wir a: str = 5 auszufiihren.

Diese Nachsichtigkeit betrifft auch die beiden Designprinzipien von oben.

Attribute und Variablen kdnnen ,unveranderlich” gemacht werden, in dem wir sie mit dem
Type Hint Final annotieren.
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Sie erinnern sich daran, dass Type Hints nur Hinweise fiir Werkzeuge und Programmierer
sind.

Der Python-Interpreter setzt sie nicht durch.

Es ist problemlos méglich, so etwas wir a: str = 5 auszufiihren.

Diese Nachsichtigkeit betrifft auch die beiden Designprinzipien von oben.

Attribute und Variablen kdnnen ,unveranderlich” gemacht werden, in dem wir sie mit dem
Type Hint Final annotieren.

Das ist natiirlich wieder nur ein Type Hint, nur eine Information fiir Programmierer und
Werkzeuge.

Der Python-Interpreter ignoriert das.
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i Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

® Python ist eine sehr nachsichtige Sprache.
® Es ist sehr nachsichtig darin, was erlaubt ist und was nicht.
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Sie erinnern sich daran, dass Type Hints nur Hinweise fiir Werkzeuge und Programmierer
sind.

Der Python-Interpreter setzt sie nicht durch.

Es ist problemlos méglich, so etwas wir a: str = 5 auszufiihren.

Diese Nachsichtigkeit betrifft auch die beiden Designprinzipien von oben.

Attribute und Variablen kdnnen ,unveranderlich” gemacht werden, in dem wir sie mit dem
Type Hint Final annotieren.

Das ist natiirlich wieder nur ein Type Hint, nur eine Information fiir Programmierer und
Werkzeuge.

® Der Python-Interpreter ignoriert das.
® Wie konnen erst a: Final[int] = 5 und dann a = 6 machen, ohne bestraft zu werden.
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. Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

® Es ist sehr nachsichtig darin, was erlaubt ist und was nicht. 1
Sie erinnern sich daran, dass Type Hints nur Hinweise fiir Werkzeuge und Programmierer  *

sind.

Der Python-Interpreter setzt sie nicht durch.

Es ist problemlos moglich, so etwas wir a: str = 5 auszufiihren.

Diese Nachsichtigkeit betrifft auch die beiden Designprinzipien von oben.

Attribute und Variablen kdnnen ,unveridnderlich” gemacht werden, in dem wir sie mit dem

Type Hint Final annotieren.

® Das ist natiirlich wieder nur ein Type Hint, nur eine Information fiir Programmierer und
Werkzeuge.

® Der Python-Interpreter ignoriert das.

® \Wie konnen erst a: Final[int] = 5 und dann a = 6 machen, ohne bestraft zu werden.

e Ahnliches gilt wenn wir Attribute durch Namen die mit einem doppelten Unterstrich (__)

anfangen als privat markieren.
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. Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

Sie erinnern sich daran, dass Type Hints nur Hinweise fiir Werkzeuge und Programmierer 1
sind.

Der Python-Interpreter setzt sie nicht durch.

Es ist problemlos méglich, so etwas wir a: str = 5 auszufiihren.

Diese Nachsichtigkeit betrifft auch die beiden Designprinzipien von oben.

Attribute und Variablen kdnnen ,unveranderlich” gemacht werden, in dem wir sie mit dem
Type Hint Final annotieren.

Das ist natiirlich wieder nur ein Type Hint, nur eine Information fiir Programmierer und
Werkzeuge.

o

® Der Python-Interpreter ignoriert das.
® \Wie konnen erst a: Finallint] = 5 und dann a = 6 machen, ohne bestraft zu werden.
e Ahnliches gilt wenn wir Attribute durch Namen die mit einem doppelten Unterstrich (__)

anfangen als privat markieren.
Sie werden dadurch nicht privat.
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. Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

Der Python-Interpreter setzt sie nicht durch.

Es ist problemlos méglich, so etwas wir a: str = 5 auszufiihren.

Diese Nachsichtigkeit betrifft auch die beiden Designprinzipien von oben.

Attribute und Variablen kdnnen ,unveranderlich” gemacht werden, in dem wir sie mit dem
Type Hint Final annotieren.

Das ist natiirlich wieder nur ein Type Hint, nur eine Information fiir Programmierer und
Werkzeuge.

P T

® Der Python-Interpreter ignoriert das.
® Wie konnen erst a: Final[int] = 5 und dann a = 6 machen, ohne bestraft zu werden.
® Ahnliches gilt wenn wir Attribute durch Namen die mit einem doppelten Unterstrich (__)

anfangen als privat markieren.

® Sie werden dadurch nicht privat.
® Der Python-Interpreter verdndert zwar ihre Namen intern®®, aber ein cleverer

Programmierer kann sie trotzdem auslesen und andern.

o Bl VT T v '.
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. Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

® Es ist problemlos moglich, so etwas wir a: str = 5 auszufiihren.

® Diese Nachsichtigkeit betrifft auch die beiden Designprinzipien von oben.

® Attribute und Variablen kénnen ,unveranderlich” gemacht werden, in dem wir sie mit dem
Type Hint Final annotieren.

® Das ist natiirlich wieder nur ein Type Hint, nur eine Information fiir Programmierer und
Werkzeuge.

® Der Python-Interpreter ignoriert das.

® \Wie konnen erst a: Final[int] = 5 und dann a = 6 machen, ohne bestraft zu werden.

e Ahnliches gilt wenn wir Attribute durch Namen die mit einem doppelten Unterstrich (__)
anfangen als privat markieren.

® Sie werden dadurch nicht privat.

® Der Python-Interpreter verandert zwar ihre Namen intern®®, aber ein cleverer
Programmierer kann sie trotzdem auslesen und andern.

® Werkzeuge wie Mypy kdnnen solches Fehlverhalten finden.

P T
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. Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

Diese Nachsichtigkeit betrifft auch die beiden Designprinzipien von oben.

Attribute und Variablen kdnnen ,,unveranderlich” gemacht werden, in dem wir sie mit dem
Type Hint Final annotieren.

Das ist natiirlich wieder nur ein Type Hint, nur eine Information fiir Programmierer und
Werkzeuge.

® Der Python-Interpreter ignoriert das.
® \Wie konnen erst a: Final[int] = 5 und dann a = 6 machen, ohne bestraft zu werden.

Ahnliches gilt wenn wir Attribute durch Namen die mit einem doppelten Unterstrich (__)
anfangen als privat markieren.

Sie werden dadurch nicht privat.

Der Python-Interpreter veridndert zwar ihre Namen intern®®, aber ein cleverer
Programmierer kann sie trotzdem auslesen und andern.

® Werkzeuge wie Mypy kdnnen solches Fehlverhalten finden.
® Python gibt die Verantwortung in unsere Hande.
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. Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

Attribute und Variablen kdnnen ,unveranderlich gemacht werden, in dem wir sie mit dem 1

Type Hint Final annotieren. .

Das ist natiirlich wieder nur ein Type Hint, nur eine Information fiir Programmierer und
Werkzeuge.

Der Python-Interpreter ignoriert das.
Wie konnen erst a: Final[int] = 5 und dann a = 6 machen, ohne bestraft zu werden.

Ahnliches gilt wenn wir Attribute durch Namen die mit einem doppelten Unterstrich (__)
anfangen als privat markieren.

Sie werden dadurch nicht privat.

Der Python-Interpreter veridndert zwar ihre Namen intern®®, aber ein cleverer
Programmierer kann sie trotzdem auslesen und andern.

Werkzeuge wie Mypy konnen solches Fehlverhalten finden.
Python gibt die Verantwortung in unsere Hande.
Wir miissen uns an Standards und Programmierregeln halten.

o Bl VT T v a



e O NP it L i il Wt RN S . A e S, ke o O SO ML T B R Sy O s S

. Zusammenfassung: Python is Nachsichtig

P T

® Das ist natiirlich wieder nur ein Type Hint, nur eine Information fiir Programmierer und
Werkzeuge.

® Der Python-Interpreter ignoriert das.
® \Wie konnen erst a: Final[int] = 5 und dann a = 6 machen, ohne bestraft zu werden.

e Ahnliches gilt wenn wir Attribute durch Namen die mit einem doppelten Unterstrich (__)
anfangen als privat markieren.

® Sie werden dadurch nicht privat.

® Der Python-Interpreter verindert zwar ihre Namen intern?, aber ein cleverer
Programmierer kann sie trotzdem auslesen und andern.

o Werkzeuge wie Mypy kdnnen solches Fehlverhalten finden.
® Python gibt die Verantwortung in unsere Hande.
® Wir miissen uns an Standards und Programmierregeln halten.

® Aber Python erzwingt das nicht.

o Bl VT T v '.
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Thank youl
' Vielen Dank!
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APl An Application Programming Interface is a set of rules or protocols that enables one software application or component to use
or communicate with another®?.

Bash is a the shell used under Ubuntu Linux, i.e., the Ero ram that ,runs” in the terminal and interprets your commands, allowing
you to start and interact with other programs12 798 | earn more at https://www.gnu.org/software/bash.

oy

client In a client-server architecture, the client is a device or process that requests a service from the server. It initiates the A
communication with the server, sends a request, and receives the response with the result of the request. Typical examples for °
clients are web browsers in the internet as well as clients for database management systems (DBMSes), such as psql.

client-server architecture is a system design where a central server receives requests from one or multiple clients®51:63,70,73  Thege requests and
responses are usually sent over network connections. A typical example for such a system is the World Wide Web (WWW),
where web servers host websites and make them available to web browsers, the clients. Another typical example is the structure
of database (DB) software, where a central server, the DBMS, offers access to the DB to the different clients. Here, the client
can be some terminal software shipping with the DBMS, such as psql, or the different applications that access the DBs.

DB A database is an organized collection of structured information or data, typically stored electronically in a computer system.
Databases are discussed in our book Databases®?.

DBMS A database management system is the software layer located between the user or application and the DB. The DBMS allows ‘5

Tj the user/application to create, read, write, update, delete, and otherwise manipulate the data in the DB97.
debugger A debugger is a tool that lets you execute a program step-by-step while observing the current values of variables. This allows
you to find errors in the code more easily1'74'96. Learn more about debugging in 2N .
B docstring Docstrings are special string constants in Python that contain documentation for modules or functions3®. They must be
. delimited by Wi wnn 30'90.
4
N
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doctest

Git

GitHub

IT

LAMP Stack

Linux

MariaDB
Microsoft Windows

Mypy

MySQL

doctests are unit tests in the form of as small pieces of code in the docstrings that look like interactive Python sessions. The
first line of a statement in such a Python snippet is indented with Python»> and the following lines by .... These snippets
can be executed by modules like doctest 22 or tools such as pytest**. Their output is the compared to the text following the
snippet in the docstring. If the output matches this text, the test succeeds. Otherwise it fails.

is a distributed Version Control Systems (VCS) which allows multiple users to work on the same code while preserving the
history of the code changes’®®8. Learn more at https://git-scm.com.

is a website where software projects can be hosted and managed via the Git VCS®%'88. Learn more at https://github.com.
information technology

A system setup for web applications: Linux, Apache (a webserver), MySQL, and the server-side scripting language PHP13:35

is the leading open source operating system, i.e., a free alternative for Microsoft Windows®3477:87.91 \We recommend using
it for this course, for software development, and for research. Learn more at https://www.linux.org. Its variant Ubuntu is
particularly easy to use and install.

An open source relational database management system that has forked off from MySQL?3:6:23:53.71 gee
https://mariadb.org for more information.

is a commercial proprietary operating system?. It is widely spread, but we recommend using a Linux variant such as Ubuntu
for software development and for our course. Learn more at https://www.microsoft.com/windows.

is a static type checking tool for Pythcm50 that makes use of type hints. Learn more at https://github.com/python/mypy and
: 93
mn .

An open source relational database management system1°'23'72'34'95. MySQL is famous for its use in the LAMP Stack. See
https://www.mysql.com for more information.
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PostgreSQL
psql
pytest

Python

relational database

server

significand

SQL

terminal

An open source object-relational DBMS?20:59,67,84 gee https://postgresql.org for more information.
is the client program used to access the PostgreSQL DBMS server.
is a framework for writing and executing unit tests in Python21'45'61'64'95. Learn more at https://pytest.org.

The Python programming Ianguage38'4g'52'g3, i.e., what you will learn about in our book®3. Learn more at

https://python.org.

A relational DB is a database that organizes data into rows (tuples, records) and columns (attributes), which collectively form

tables (relations) where the data points are related to each other®:32:33,79,83,92,94

In a client-server architecture, the server is a process that fulfills the requests of the clients. It usually waits for incoming
communication carring the requests from the clients. For each request, it takes the necessary actions, performs the required
computations, and then sends a response with the result of the request. Typical examples for servers are web servers3 in the
internet as well as DBMSes. It is also common to refer to the computer running the server processes as server as well, i.e., to
call it the ,,server computer““.

The significand is the part of a floating point number that stores the digits of the number (in binary representation). In the
64 bit double precision IEEE Standard 754 floating point number layout37'3%, the exponent is 52 bits.
The Structured Query Langsuage is basically a programming language for querying and manipulating relational

databases#17719,40,55,80-83 "4 i \nderstood by many DBMSes. You find the Structured Query Language (SQL) commands

supported by PostgreSQL in the reference®°.

A terminal is a text-based window where you can enter commands and execute them®15, Knowing what a terminal is and
how to use it is very essential in any programming- or system administration-related task. If you want to open a terminal
under Microsoft Windows, you can Druck auf (28 ]+[ R, dann Schreiben von cmd, dann Druck au . Under Ubuntu Linux,

pens a terminal, which then runs a Bash shell inside.
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type hint

Ubuntu

unit test

VCs

Www

are annotations that help programmers and static code analysis tools such as Mypy to better understand what type a variable
or function parameter is supposed to be?8:89, Python is a dynamically typed programming language where you do not need to
specify the type of, e.g., a variable. This creates problems for code analysis, both automated as well as manual: For example,
it may not always be clear whether a variable or function parameter should be an integer or floating point number. The
annotations allow us to explicitly state which type is expected. They are ignored during the program execution. They are a
basically a piece of documentation.

is a variant of the open source operating system Linux*®3% We recommend that you use this operating system to follow this
class, for software development, and for research. Learn more at https://ubuntu.com. If you are in China, you can download it
from https://mirrors.ustc.edu.cn/ubuntu-releases.

Software development is centered around creating the program code of an application, library, or otherwise useful system. A
unit test is an additional code fragment that is not part of that productive code. It exists to execute (a part of) the productive
code in a certain scenario (e.g., with specific parameters), to observe the behavior of that code, and to compare whether this
behavior meets the specification7'50'52'54'75'85. If not, the unit test fails. The use of unit tests is at least threefold: First, they
help us to detect errors in the code. Second, program code is usually not developed only once and, from then on, used without
change indefinitely. Instead, programs are often updated, improved, extended, and maintained over a long time. Unit tests can
help us to detect whether such changes in the program code, maybe after years, violate the specification or, maybe, cause
another, depending, module of the program to violate its specification. Third, they are part of the documentation or even
specification of a program.

A Version Control System is a software which allows you to manage and preserve the historical development of your program
code®®. A distributed VCS allows multiple users to work on the same code and upload their changes to the server, which then
preserves the change history. The most popular distributed VCS is Git.

World Wide Web®2°
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mean(A)

var(A)

is the ratio of the circumference U of a circle and its diameter d, i.e., 7 = U/d. = € R is an irrational and transcendental
number?7:41:58 \yhich is approximately m &~ 3.141592 653 589 793 238 462 643. In Python, it is provided by the math module
as constant pi with value 3.141592653589793. In PostgreSQL, it is provided by the SQL function pi() with

value 3.14159265358979354.

with 7, j € Z and ¢ < j is the set that contains all integer numbers in the inclusive range from i to j. For example, 5..9 is
equivalent to {5,6,7,8,9}

is Euler's numberzs, the base of the natural logarithm. e € R is an irrational and transcendental number27"u, which is
approximately e &~ 2.718 281 828 459 045 235 360. In Python, it is provided by the math module as constant e with

value 2.718281828459045. In PostgreSQL, you can obtain it via the SQL function exp(1) as value 2.718281828459045 54,

The arithmetic mean mean(A) is an estimate of the expected value of a distribution from which a data sample was, well,
sampled. Its is computed on data sample A = (ag,a1,...,a,_1) as the sum of all n elements a; in the sample data A

divided by the total number n of values, i.e., mean(A) = % 21:01 a;.

the set of the real numbers.

The variance of a distribution is the expectation of the squared deviation of the underlying random variable from its mean.

The variance var(A) of a data sample A = (ag, a1,...,a,_1) with n observations can be estimated
as var(A) = B E?;ol (a; — mean(A))2.
the set of the integers numbers including positive and negative numbers and 0, i.e., ..., -3,-2,-1,0,1, 2, 3, ..., and so on.

It holds that Z C R.
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